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На верхнем леном снимке — поперечное сече-

сечение медного слитка. Подобная структура воз

никает в процессе затвердевания расплава^
На фото справа (увеличение 200) иная струк-

структура. Она возникла при прокатке слитка —

зерна-кристаллики вытянулись вдоль папрае

пения прокатки. На нижнем фото, полученном
с помощью электронного микроскопа (увели

чение 1000).— картина разрушения, вызван
ною наличием в металле «опасных» примесей,
скапливающихся на границах мезкду зернами-

кристаллами.

Какую роль играю! в жилш металла меж-

зеренные границы? Этому вопросу посвящена
етатья А. Л. Петелина и А. И. Федосеева в этом

номере журнала.
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Как

живут
кристаллы
в металле

Кандидат физико-математических наук
А. Л. ПЕТЕЛИН.

А. И. ФЕДОСЕЕВ

Когда речь заходит о кристаллах,

то обычно представляют себе краси-
красивые многогранники, сверкающие в

лучах света. Однако встречающиеся в

природе кристаллические материалы
чаще всего не обладают столь совер-
совершенными формами. Как правило, это

поликристаллы — вещества, состоя-

состоящие из множества плотно упакован-
упакованных мельчайших кристалликов, по-

разному ориентированных в прост-

пространстве.

Такую структуру обычно имеют и

металлы. Она формируется уже в про-
процессе кристаллизации, когда зароды-
зародыши кристалликов возникают в различ-

различных точках жидкого металла, зерна-
кристаллики растут, встречаются и

теснят друг друга. Постепенно рас-
расплавленный металл превращается в

поликристалл.
Многие важные свойства металла

зависят не только от устройства от-

отдельных зерен, но и от того, как они

упакованы в поликристалле, каковы

границы между зернами. Физические

процессы, происходящие на этих гра-
границах, порой оказывают определяю-

определяющее влияние на свойства металла.

Лазейки для примесей

Чтобы придать стали нужные свой-

свойства, ее подвергают термической об-

обработке — закалке (резкому охлаж-

охлаждению от высокой температуры) и от-

отпуску (повторному нагреву до менее

высокой температуры). Закалка дела-

делает сталь упругой и твердой; отпуск
смягчает сталь, придает ей пластич-

пластичность. Меняя химический состав ста-

стали, температуры закалки и отпуска,

люди на протяжении тысячелетий на-

научились добиваться нужного сочета-

сочетания прочности, пластичности, тьер-

дости и т. д.

За последние полвека условия экс-

эксплуатации стальных деталей сильно

ужесточились, и инженеры все ча-

чаще стали замечать, что и после

отпуска, проведенного по всем прави-

правилам, некоторые виды стали все равно

Так выглядит под микроскопом (увеличение
500) плоский срез куска меди. (При протравли-
протравливании поверхности среза кислотой на границах

между отдельными кристалликами травление

идет быстрее — там образуются углубления).
Не напоминает ли вам это кукурузные зер-

зернышки в початке? Может быть, именно поэтаму

говорят, что металл имеет зеренную структуру}
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остаются хрупкими. В результате нео-

неожиданно выходили из строя детали,

возникали аварии. Сравнительно не-

недавно выяснилось, что за это явле-

явление, получившее название отпускной
хрупкости, ответственны именно гра-

границы зерен. При определенных темпе-

температурах отпуска на границах соби-

собираются вредные примеси
— фосфор

и сера; концентрация их в этих местах

возрастает в десятки и сотни раз. Гра-

Границы становятся хрупкими, и под на-

нагрузкой по ним развиваются трещины.

(На второй странице обложки приве-
приведена фотография излома металла на

границе зерен, полученная с помощью

электронного микроскопа.)
Другой пример. Медь, благодаря

своей высокой электропроводности,—
один из самых распространенных ме-

металлов в электротехнике. Чистая медь

легко окисляется. Для того чтобы пре-

предохранить ее от окисления, было пред-

предложено на поверхность медного прово-

провода наносить тончайший слой серебра.
По оценкам при температуре до
200 °С, когда почти не происходит ни

испарение серебра, ни его проникно-
проникновение (диффузия) внутрь меди, такой

слой должен был бы сохраняться сот-

сотни лет. Однако на практике не

прошло и месяца, как серебро с

поверхности медного провода исчез-

исчезло. Выяснилось, что за это чудес-
чудесное исчезновение также несут ответ-

ответственность границы зерен. Дело в том,

что они служат каналами ускорен-
ускоренной диффузии.*) Зерна в медном

проводе очень мелкие, и на поверх-

поверхность выходит большое число границ
между ними. Их оказывается доста-

достаточно, чтобы даже при сравнительно
низкой температуре (около 200 °С) все

атомы серебра за короткий промежу-
промежуток времени просочились по ним

внутрь провода и «растворились» в

меди.

Как устроена граница?

Можно с полной определенностью
сказать, что истоком всех свойств

межзеренных границ является их

строение, структура. Поэтому и зна-

знакомство с границами мы начнем с

* О диффузии в твердых тел-ix иы можете

прочитать в статье В. С. БокштеГнт «Лтомы рлуж

дают по кристаллу» и «Кванте» Л& 11 за 1982 год.

Риг. /. Зона контакта двух зерен, E — угол

разворота зерен друг относительно друга.

их структуры, со способа укладки

атомов между отдельными зернами.

Рассмотрим два зерна металла, на-

находящихся в контакте друг с другом.

Для простоты будем считать, что ато-

атомы каждого зерна расположены в уз-
узлах плоской квадратной решетки;

зерна лежат в одной плоскости, но

развернуты друг относительно друга
на некоторый угол (рис. 1). Область

между зернами и есть, собственно,
граница зерен. В дальнейшем мы бу-
будем обозначать ее ГЗ.

Итак, слева от границы
— четкая

структура, порядок, справа
— поря-

порядок. А что же в самой ГЗ? Проще
и, казалось бы, естественнее всего

предположить, что на границе вообще
нет никакого порядка, атомы распо-
располагаются как им вздумается, хаотич-

хаотично, кристаллическая структура от-

отсутствует; металл в области ГЗ —

твердое аморфное вещество. От поряд-
порядка к порядку через беспорядок —

так можно кратко сформулировать
это предположение.

Первая теория межяеренных гра-
границ, появившаяся в начале нашего

века, так и называлась — теория

аморфного цемента. Она смогла объяс-

объяснить некоторые свойства металлов, на-

например, зернограничное проскальзы-
проскальзывание. При определенной температу-
температуре (своей для каждого металла и спла-

сплава) зерна под действием незначитель-

незначительных нагрузок могут почти беспре-
беспрепятственно скользить дцуг относи-

относительно друга, как будто их разде-
разделяют жидкие прослойки. Согласно
теории аморфного цемента этими

¦прослойками» являются аморфные
ГЗ: при нагревании они размягчают-
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ся, как воск, становятся прекрасной
«смазкой», и взаимное смещение зе-

зерен происходит даже при незначи-

незначительных нагрузках.
Однако большинство зерногранич-

ных эффектов теория аморфного це-
цемента объяснить не смогла.

Сравнительно недавно (около соро-
сорока лет назад) английский физик
Н. Мотт предложил модель межзе-

ренпых границ, согласно которой в ГЗ

могут образовываться кристалличе-
кристаллические области ¦— в аморфной речке

могут существовать кристаллические

островки. В рамках этой модели,
названной «островковой», хорошо
описывались многие свойства ГЗ, и

в частности — миграция границ, их

способность перемещаться по образцу.
Согласно теории Мотта перемеще-

перемещение границ происходит за счет рас-
расплавления или растворения группы

атомов с одной стороны границы (из
одного зерна) и выделения такой же

группы атомов по другую сторону

границы (на втором зерне).

Для того чтобы этот процесс стал

более наглядным, представим себе

ручей, текущий по поверхности лед-

ледника в горах. Дневное солнце подто-
подтопило снег в верховьях ледника, и вода,

стекая вниз, проложила на своем пути

ложбинку во льду
— русло. Один бе-

берег ручья находится на солнце, темпе-

температура там плюсовая, вода подмы-

подмывает берег, кусочки льда обрушива-
обрушиваются в воду и тают. Другой берег
ручья в тени, от солнца его загора-
загораживает близкая вершина. В тени мо-

Рис. 2. Диффузионное про-
проникновение цинка (он на фото-

фотографиях более темный) в алю-

алюминий по ГЗ (увеличение 400).
На фото а) угол разворота
между зернами 37". а на фото
б) — 38.5*. Время, за которое

выросли эти диффузионные
клинья, около 100 часов. (Фо-

(Фотографии сделаны на кафедре
физической химии Москов-

Московского института стали и спла-

сплавов.)

роз
— такие контрасты часто бывают

в горах,— и вода постепенно намер-

намерзает на берег. В результате того, что

солнечный берег все время подтаи-

подтаивает, а тенекой намерзает, русло ручья
перемещается в сторону солнечного

берега, ручей старается целиком вый-
выйти из тени горы. «Движущая сила»

такого перемещения
— разность

температур между солнечным и тене-

теневым берегами.
Миграция границы зерен по Мот-

ту напоминает смещение ледникового

ручья. (Кстати, одной из движущих
сил миграции ГЗ в металле также мо-

может быть разность температур.) Теоре-
Теоретический анализ показал, что при та-

таком механизме миграции «плавится»

и переходит из зерна в зерно не один

атом, а сразу целая группа атомов —

кристаллический «островок».

Одним из основных выводов остров-
островковой теории является плавная, без

скачков, зависимость физических
свойств ГЗ от угла разворота зерен —

чем больше угол разворота, тем мень-

меньше «хороших» островков, так что с

увеличением угла структура ГЗ все

время ухудшается.

А теперь обратим внимание на ри-
рисунок 2. На нем представлены две

фотографии цинка, проникшего в алю-

алюминий по границе зерен. Скорость
диффузии по ГЗ много больше, чем

во всем объеме, это мы уже отмечали.

Поэтому цинк проник вдоль границ
значительно дальше, чем по зернам,—

возникли диффузионные клинья. Две
фотографии — две границы с очень
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близкими углами разворота зерен.
Но как они отличаются! Глубина про-
проникновения по двум почти одинако-

одинаковым границам совершенно разная!
В рамках островковой модели это вы-

вызывает удивление.

В целом зависимость глубины про-
проникновения при диффузии по ГЗ от

угла разворота зерен выглядит так,
как показано на рисунке 3,— она

немонотонна. В свете этих экспери-
экспериментальных результатов ни о какой

плавности изменения свойств ГЗ гово-

говорить уже не приходится.

Порядок и беспорядок на границе

Внести относительную ясность в

вопрос о том, почему свойства ГЗ так

сильно зависят от угла разворота зе-

зерен, помог геометрический подход к

проблеме контакта двух кристалли-

кристаллических решеток, начало которому бы-

было положено в работах английских

кристаллографов М. Кронберга и

Ф. Вильсона в 1947 году. Остановимся
на этом подходе подробнее.
Нам по-прежнему достаточно будет

рассматривать плоские квадратные

кристаллические решетки.

Будем разворачивать две квадрат-
квадратные сетки друг относительно друга

вокруг оси, перпендикулярной плос-

плоскости сеток, постепенно увеличивая

угол разворота. При некоторых, впол-

вполне определенных, углах разворота
вдоль линии контакта сеток возникнут

узлы, общие для обеих сеток,— сов-

совпадающие узлы (на рисунке 4 они

помечены красным цветом). Эти узлы

J0 20 23

1 pajeopoma 0,грал
28 30 31

Рис. 3. Зависимость глубины проникновения

при диффузии по ГЗ от угла разворота зерен.

Кривая построена по экспериментальным ре

лультатам. полученным при диффузии цинка
в алюминий.

Рис. 4. Схема возникновения РСУ. Красные
точки — совпадающие узлы.

расположены на плоскости с опреде-

определенной периодичностью и образуют
так называемую решетку совпадаю-

совпадающих узлов (дальше мы будем обо-

обозначать ее РСУ).
Для двух граничащих зерен есть

несколько так называемых специаль-

специальных, «хороших» углов разворота, при

которых возникают РСУ с большими

плотностями совпадающих узлов.*)
Граница зерен в случае таких углов
имеет преимущество по сравнению
с границами без РСУ — она более

упорядочена, значительная часть уз-
узлов находится на местах, обуслов-
обусловленных кристаллическими решетками

обоих зерен.

Остается только один вопрос: «чув-

«чувствует» ли реальная ГЗ в металле,

что есть такие специальные углы

разворота? Ведь пока что речь шла

только о плоской геометрической мо-

модели ГЗ, не учитывалось, что атомы

имеют конечные, а не точечные раз-

размеры, что между ними существует

взаимодействие, что они могут сме-

смещаться относительно кристалличес-
кристаллической решетки...

Вернемся к фотографиям на рисун-
рисунке 2. Межзеренная граница с мень-

меньшей глубиной проникновения цинка

(рис. 2, а) — это граница с углом

*) Нихожлсжк- хороших угяов — красивая гео-

Этому «опросу посвящены част», статьи Л. Б. Гоичи-

рова «Арифметика гауссовых чисел» (см. с. 13)
и «Задачи для исслсдоиания» (с. 45) в этой номер*

журнала.
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разворота, почти в точности равным

специальному углу. Значит, диффу-
диффузия по границе зерен с решеткой сов-

совпадающих узлов идет медленнее,

чем по границам без РСУ. Это
подтверждается и зависимостью на

рисунке 3 — все минимумы глу-

глубины проникновения при зерногра
ничной диффузии соответствуют уг-
углам разворота, при которых, согласно

вычислениям, возникает РСУ. С точки

зрения нашей геометрической модели

это можно объяснить — специальные

границы более упорядочены, они по

структуре ближе к кристаллической
решетке зерен-, чем границы без

РСУ. Поэтому и скорость диффузии
в них ближе к скорости диффузии в

решетке.

Самым впечатляющим подтвержде-
подтверждением того, что решетки совпадающих

узлов реально существуют на грани-

границах зерен, является прямое наблю-

наблюдение расположения атомов на грани-

границе, ставшее возможным только в по-

последнее время благодаря развитию

высокоразрешающей электронной
микроскопии. На рисунке 5 приведе-
приведена фотография атомного строения ГЗ

с углом разворота, близким к спе-

специальному, полученная на электрон-

электронном микроскопе. Сравните рисунки
4 и 5. Не правда ли, замечательное

сходство простой геометрической схе-

схемы и физического объекта — межзе-

ренной границы, которую эта схема

моделирует?
Геометрическая модель — первый

шаг на пути построения общей тео-

теории границ зерен. Она дает представ-
представление об их структуре только при

разориентировках, отвечающих спе-

специальным углам, остальные границы

остаются неохваченными этим рас-

рассмотрением. Сейчас на основе модели
РСУ разработаны физические модели,

учитывающие искажения кристалли-

кристаллических решеток при ориентациях,

на несколько градусов отличающихся

от специальных. Однако, как устрое-
устроены ГЗ с углами разворота, далекими

от специальных, пока остается не-

неясным.

Структура и текстура

До сих пор мы говорили об от-

отдельных зернах и о том, как на гра-
границах между зернами из хаоса воз-

возникает порядок. В металле зерен
очень много, причем их расположе-

•

Рис. 5. Атомное строение границы, близкой к

специальной. Фотография сделана с помощью
электронного микроскопа: увеличение /0*.

ние и форма, как правило, не бы-
бывают совершенно случайными. Прак-
Практически всегда имеется какая-то пре-
преимущественная ориентация кристал-
кристаллических зерен. В таких случаях го-

говорят, что материал обладает тексту-

текстурой (от латинского слова textura —

ткань, упорядоченная структура).
Причины возникновения текстур и

сами текстуры бывают различные.

На 2-ой странице обложки этого но-

номера приведены две фотографии явно

выраженных текстур. Одна из них

возникла в металле после значитель-

значительных деформаций: металлический сли-

слиток «прокатали» между двумя твер-
твердыми цилиндрами-валками так, что

получился тонкий лист (такой метод

обработки металлов давлением и на-

называют прокаткой). В результате зер-
зерна вытянулись вдоль направления

прокатки.и сплющились в направле-

направлении, перпендикулярном плоскости

листа. Это — пример текстуры де-

деформации.

Определенную текстуру имеют и са-

сами слитки (верхнее левое фото на 2-ой

странице обложки). Она возникает

в процессе затвердевания расплавлен-
расплавленного металла и называют ее текстурой
роста, текстурой кристаллизации.
Процесс кристаллизации жидкого ме-

металла, находящегося в специальной
ванне, изложнице, начинается в наи-

наиболее холодных областях — у сте-

стенок. Вначале формируется множество

мелких кристалликов, ориентирован-
ориентированных беспорядочно. Разрастаясь во все

стороны, они как бы «натыкаются» на

своих растущих соседей, после чего

дальнейший свободный "рост их воз-
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Рис. 6. Образование фестонов при вытяжке
алюминиевого листа (штрихи на металле ука-
указывают направление прокатки).

можен лишь по направлению к

центру слитка. Это приводит к образо-
образованию столбчатых кристаллов, кото-

которые заполняют весь объем слитка.

Первое объяснение столбчатой струк-
структуры отливок дал еще в 1878 го-

году замечательный русский ученый-
металловед Д. К. Чернов.
Наличие той или иной текстуры ока-

оказывает существенное влияние на ме-

механические свойства металла. Пред-
Представьте себе, что из листа металла,

например, алюминия, полученного

прокаткой, предстоит сделать какое-

либо изделие. Скажем, кастрюлю —
что может быть проще? Обычно для
этого лист «натягивают» на цилиндр

нужного диаметра, пуансон (такую
операцию называют вытяжкой). Но
после прокатки механические свойст-

свойства листа вдоль различных направ-

направлений неодинаковы
— вдоль некото-

некоторых металл вытягивается легче. В ре-

результате в процессе вытяжки обра-
образуется полый цилиндр с «ушками»,

фестонами (рис. 6). Фестоны прихо-
приходится обрезать и отправлять в пере-
переплав. Эта трудоемкая «лишняя» опе-

операция
—

вредное последствие тексту-

текстуры деформации. Чтобы уменьшить

фестоны, металл после прокатки под-

подвергают специальной термической

обработке, которая изменяет его тек-

текстуру.
Совсем необычно ведут себя зерна

металла в процессе так называемой

сверхпластической деформации. Ме-

Металлы и их сплавы обычно не очень

пластичны: например, образец из ме-

меди может увеличить свою длину при

растяжении примерно на 50 %, а за-

затем обязательно появляется узкое

место — шейка, и металл разрыва-
разрывается на две части. Но есть такие

сплавы, которые без разрушения мо-

могут удлиняться на 1000 % и более,
испытывая сверхпластические дефор-
деформации.

В отличие от обычной деформации
при такой деформации зерна не вы-

вытягиваются в направлении действия
силы. Они скользят друг по другу,

перекатываются, подобно морским ка-

камушкам в прибое. Важную роль в этом

процессе играет явление, о котором
мы уже говорили,— зернограничное

проскальзывание. Оно осуществляется
тем легче, чем больше межзерен-
ная поверхность, то есть чем меньше

размер зерен. Кроме того, важно, что-

чтобы температура деформации была

достаточно высокой (обычно не ниже

половины температуры плавления

сплава) и выдерживалась определен-
определенная скорость деформации.
Сверхпластические сплавы исполь-

используют, когда требуется изготовить из

цельного листа металла деталь очень

сложной формы (например, в само-

самолетостроении).

Наш рассказ о зернах металла

подошел к концу. Будем надеяться,

нам удалось убедить читателя в том,

что, во-первых, эта проблема — важ-

важна, во-вторых,— интересна. Добавим
еще и в-третьих

— недостаточно

изучена. До сих пор нет количествен-

количественной теории, полностью описывающей
структуру и свойства поликристал-
поликристаллических металлов. Путь к этой цели

еще предстоит найти.

К нашим читателям

Подписка на журнал «Квант» принимается без ограничений в течение всего года

в агентствах «Союзпечати», на почтамтах и п отделениях связи.

Индекс журнала в каталоге «Союзпечати» 70465.
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Арифметика
гауссовых
чисел

А. Б. ГОНЧАРОВ

Об одной из красивейших арифметических
теорий, построенной великим немецким
математиком К. Ф Гауссом, рассказано
в этой статье. Гауссовы числа (точки с

целыми координатами на плоскости) мож-

можно определенным образом складывать и

t/множать. Возникающая при зтом теория

делимости, которая напоминает обычную
арифметику целых чисел, но имеет и свои

характерные особенности, восхищает внут-
внутренней стройностью и красотой. Однако
теория гауссовых чисел не просто изящ-

изящная математическая игрушка
— это и по-

полезный аппарат, позволяющий находить
красивые доказательства различных фактов
из теории чисел (пифагоровы тройки,
число представлений натурального числа
в виде суммы двух квадратов), и даже

кристаллографии (см. статью А. Л. Петели-
Петелина и А. И. Федосеева в этом номере
*Кванта»).

Натуральные числа 0, 1, 2, 3, ...

являются основой всей математики.

Относительно сложения они устроены

весьма просто, а именно: 1, 2=1+
+ 1, 3=14-1 + 1» ¦••, так что единст-

единственным исходным кирпичом являет-

является 1.

Вводя в игру вычитание, мы попа-

попадаем в область целых чисел —3, —2,
—1, 0, 1, 2, 3 .... Относительно же

умножения тот же ряд целых чисел

устроен уже гораздо сложнее. А имен-

именно, простейших кирпичей, из кото-

которых строятся умножением все нену-
ненулевые целые числа, бесконечно мно-
много — это все простые числа: 2, 3, 5,
7, 11, 13, .... Натуральные числа,
большие 1, получаются из них умно-
умножением- 2, 3, 2X2, 5, 2X3, 7,
2X2X2, 3X3 Длятого же, чтобы

умножением получить все целые

рациональные числа, надо еще при-
привлечь обе единицы 1 и —1.

Следующая теорема объясняет, в

каком смысле простые числа явля-

являются строительным материалом для

мультипликативного (то есть относя-

относящегося к умножению) построения

натуральных чисел.

Основная теорема арифметики це-
целых чисел. Каждое ненулевое це-

целое число а представляется в виде

произведения

а=*р\ р'г'...р'п" A)

где л^О, д — различные простые
числа, е, — положительные целые

числа, а г — одна из единиц. Это
представление определено однознач-
однозначно с точностью до порядка сомно-

сомножителей.

Если простые числа р\, рг» ¦••• Р„
располагать в порядке возрастания

(что естественно), то равенство A) пол-

полностью определяется числом а: и чис-

число р (равное ±1), и простые множи-

множители Pi<P2<...<B,, и их показатели

е,, е.2, ..., еп однозначно определяются

выбором а.

Эта теорема*) была известна еще
в древности.

Долгое время математики полу-

получали доказательства арифметических
теорем о натуральных числах, рабо-
работая лишь с целыми числами. Одна-
Однако в начале XIX века Гаусс обнару-
обнаружил, что некоторые вопросы теории
чисел только тогда выступают во

всей своей ясности и естественной

красоте, когда область арифметики
распространяется также и на «числа»,

которые мы сейчас называем целыми

гауссовыми. Что это за числа?

Гауссовы целые числа G — это

просто пары целых чисел

которые складываются и умножаются

по следующим правилам

(о; b)+(c; d)=(a+e; b+d), B)
(а; Ь) • (с; d)=(ac—bd; ad+bc). C)
Для наглядности можно предста-

представить себе множество G как «цело-

«целочисленную решетку на плоскости»,
то есть как множество всех точек

на- координатной плоскости, у кото-

которых и абсцисса, и ордината — целые

(рис. 1), или — что то же самое —

как множество всех векторов с нача-
началом О и концами в этих точках.

Тогда сложение гауссовых чисел B)
представляется как обычное сложение

векторов по правилу параллелограм-
параллелограмма, а вот умножение выглядит не-

несколько сложней — читателю, не зна-

*) Доказательство можно найти в «Квонтс»

1972. Ли 6. с. 30; впрочем, вы легко его получите

сами, пользуясь дальнейшей теорией (см. замеча-

замечание на с. 11).

8
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Сложение и умножение гауссовых чисел

Упражнение 1. а) Выполните действия

C+21I5—0 C+U.

б) Решитеуравнение C*\iiz—5\7i

в) Объясните, почему при умножении а • Ь

происходит сложение углов ц и «f.

комому с формулой C), мы сове-

•туем проделать упражнения, указан-
указанные в подписи к рисунку 1 (чтобы
привыкнуть к этому умножению).

Читатели, знакомые с комплексными чис-

числами, конечно же узнали в формуле C) обыч-
обычную формулу умножения комплексных чисел

и догадались, что гауссовы числа представ-

представляют собой часть GirC комплексных чисел С.

Для понимания этой статьи, однако, не тре-

требуется предварительного знакомства с комп-

комплексными числами и формулой C).

По традиции, гауссовы числа г€ G

записывают не в виде пар г=(а; 6),
а в виде сумм г—а-\-Ы, где / обоз-

обозначает единичный вектор оси Оу,
то есть пару @; 1). Пары вида (а; 0),
то есть целые точки, лежащие на оси

Ол:, принято записывать коротко в ви-

виде а, парь! же вида @; Ь), то есть це-

целые точки оси Оу, в виде Ы.

Обратите внимание, что

Таким образом, в области гауссовых
чисел иногда удается извлечь корень
из отрицательных чисел; так,

и т. п.

Каждому гауссовому числу z=t

-\-bi€G можно сопоставить его со-

сопряженное z=a—6/6G (см. рисунок 2

и упражнение к нему) и его норму
—

число Niz)=a2+b* 6Z (рис. 3)*).

Пользуясь сопряженными числами,

нормой и формулой C), легко полу-

получить правило для деления гауссовых
чисел z=&+bi и w=c-{-di. Именно
г

_

гиГ
__

-rtF
_

(a-fЫЦс—di)
~"> ww Ni">)

"

c>+d7
be—ad

c'+d1
D)

К сожалению, это деление, так же,

как деление в области целых чисел,
часто выводит за пределы рассмат-

рассматриваемой области. Так:

Как и целые числа, гауссовы числа

относительно сложения (и вычитания)

устроены просто: они складываются

из простейших кирпичиков
— 1 и i.

Например

*' Впрочем, нормо и сопряжение определи 4Ы

точно также " для любых точек (я; у) jf+ij/.
х. у ( R.

b

h

»—

У>

if«! '

i*

1

1

r

L7 \
9

X

Й-f

г J-Л1 0

dr

Nl

(•')—/.<

2+Д

/if

/'не. 2.

Сопряжение гауссовых чисел ^'иг-'*'
Упражнение 2. Докажите аддитивность Нормагауссовых чисел

и мультипликативность сопряжения: a f Ь= Упражнение3. Докажите мультипяанатив-
=-а+Ь. аЬ^а ¦ Ь. ностьнормы: N(ab)—&(a) • »W~
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Puc. 4. Гауссовы числа, делящиеся на 2+3i. Рис. 5. Союзные числа.

Оказывается, что у гауссовых

чисел есть своя ¦основная теорема

арифметики», которая сводит исследо-

исследование мультипликативного строения

гауссовых чисел к изучению простых

гауссовых чисел.

Простые гауссовы числа и дели-

делимость. Если для двух гауссовых
чисел а, Ь найдется третье число

cCG такое, что а*=Ь- с, говорят, что

а делится на Ь (запись а\Ь) или b
делит а (запись Ь\а). Например
2|1-Н ибо 2=A +0 - A—/). На рисун-

рисунке 4 показаны гауссовы числа, кото-

которые делятся на 2+3/.

Упражнение Л. а) Проверьте, что

1-Н I I—i. б) Докажите, что ляя гауссовых чи-

чисел выполнены обычные свойства делимости:

a \ b >ас ; be,

ас \ Ье. с s 0-А-в : Ь,

а : Ь, Ь ': с=>а ': с.

и) От!чет1.то на координатной плоскости все

гауссовы числа, которые делятся на 3—Si.
В области целых чисел из соот-

соотношений а ; b и b \ а следует, что

u=ztb. В области гауссовых чисел,

это уже не так, например а \ ±а,
a : ±iu. Однако верно следующее:

а ¦ b, b ¦ а=>

>а = ± Ь или а = ± ib E)

Доказательство. Пусть а\Ь=с, тогда с

и с 'з=/»|я гауссовы числа. Очевидно

1 .V(l) N{c ¦ с *) N(c)S'ic ').
откуда Л'(с)==Лг(с-')«1 (HDf> jV(r) и .V(r~')
обычные целые положительные число). Но су-
существует лишь 4 гауссовых числа с нормой
1 — числа 1, —1, i, —i, которые мы в даль-

дальнейшем будем называть единицами.

Назовем два гауссовых числа союз-

союзными, если их частное — одно из

единиц (рис. 5). Гауссово число назы-

называется простым, если они не имеет

других ненулевых делителей, кроме
союзных с ним чисел и единиц. На-

Например, числа 3 и 2+3/ — простые,
а число 5 — нет:5=B+ 0B—i). (Для
доказательства простоты чисел 3 и

2+3/ нужно воспользоваться соотно-

соотношением N(a)N(b)=N(ab) и перебрать
все гауссовы числа, чья норма яв-

является делителем нормы данных

чисел.)
Упражнение 5. Разберитесь, какие про-

простые числа от 2 до 30 —

простые гаус-
гауссовы.

Основная теорема арифметики гаус-
гауссовых чисел. Каждое ненулевое гаус-
гауссово число g представляется в виде

F)

где г — одна из единиц, g,, g.2, ... g,,

— различные(то есть не союзные)

простые гауссовы числа, а <?,, е}, ... е„

— положительные показатели. Та-

Такое разложение единственно в том

смысле, что всякое другое разложение

g на простые сомножители имеет вид

а=к'-/Г, Л':...Л;л где набор простых

сомножителей liu Л_>, ..., /^ отличается

от набора g,, g2, .... gn переста-
перестановкой элементов и заменой неко-

некоторых из них на союзные, а наборы
показателей состоят из тех же чисел,

отличаясь лишь порядком.
Доказательство. Чтобы дока-

доказать существование разложения

F), проведем индукцию по норме

N(g) числа g. База индукции:

единственные числа с нормой 1 —

10
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единицы ±1» ±i. Шаг индукции:
пусть N(g)=n и утверждение уже
доказано для гауссовых чисел с нор-
нормой меньшей п. Если g — простое

гауссово число, все уже доказано,
если нет, то g=b- с, где N(b)>l,
tf(c)>l. Так как N(g)=N(b)- N(c), по-

получаем N(b)<Cn и N{c)<Zn. Согласно
предположению индукции, бис раз-
разлагаются на простые сомножители,

значит данное число а — тоже.

Доказательство единственнос-

единственности разложения на простые сомножи-

сомножители сложнее и основано на воз-

возможности деления с остатком в об-

области целых гауссовых чисел. А имен-

именно, справедлива
Лемма о делении с остатком.

Для каждой пары гауссовых чисел

От^О, b существует такое гауссово

число с (неполное частное числа b на

а), что N(b — ca)<N(a).
(Напомним, что при делении целых

чисел остаток меньше делимого. Для
гауссовых чисел надо сравнивать

нормы.)
Доказательство. Пусть b/a=x+iy —

частное чисел Ь и а (полученное по фор-
формуле D)). Это число x+iy не обязательно

гауссово (х или у могут быть не целыми),
но ему можно сопоставить точку (х; у) на

плоскости Оху (рис. 4). В качестве искомого

числа с рассмотрим ближайшее к (х; у) гаус-
гауссово число. Тогда (х; у) лежит в единич-

единичном квадрате с центром в точке с, поэтому

расстояние между с и b/a=x+iy заведомо

меньше 1, а значит то же верно для

нормы их разности (квадрата этого расстоя-

расстояния), то есть NUb/a)—с)<1. Поэтому

-ca)=Jv(a(^- —с)) =

^—cj

Если пройти последовательность

равенств G) снизу вверх, то легко

убедиться, что

q,K-i;q. К-*;-;4, |ai;4,'|°«-
Пройдя ее сверху вниз, легко дока-

доказать, что

х\а0, jr|a,=>x|o2; х\а3;...; х\а„. (8)
Спускаясь по последовательности

G), мы получаем далее, что аг, ..., а„

представляются в виде al=x,a0+y,al.
В частности,

ап=х„ап+упа1. (9)
Замечание. Таким образом, число ап

служит наибольшим общим делителем чисел
а и а в том смысле, что всякое (гауссово)
число, делящее а-, и at, либо союзно С ап,
либо имеет норму, меньшую N(an).

Приведенный алгоритм для нахож-

нахождения наибольшего общего делителя
называется алгоритмом Евклида. Из
него легко следует

Лемма Евклида. Если р —

простое гауссово число, то

ab • р=>(о • р или b • р).
Доказательство. Допустим, например,

что а не делится на р. Воспользуемся (8),
где положено ап=а. а,—р. Тогда a,,=!f —

единица (ибо а„ \р,а„ \ап). Отсюда е~х„а+
+УпР. значит

1—(e-'x^+fe-'jM.
Умножая на Ь, получаем:

что и требовалось.

Вернемся к доказательству теоре-
теоремы. Для удобства переобозначим
а=а0, Ь=а\ и произведем следующую

последовательность делений с остат-

остатком

ао=д1а]+а„ где N(a2)<N(at),
a3)<N(o2), G)

,,, где N(an)<N(an. i),

Этот процесс продолжается до тех

пор, пока нормы остатков еще боль-

больше 0. Так как эти нормы цело-

численны и монотонно убывают, через

конечное число шагов мы обязательно

получим в остатке 0. Через а„ мы и

обозначили последний остаток, отлич-

отличный от 0.

Согласно условию леммы, аЬ '• р, откуда b \ р,
что и требовалось доказать.

Теперь уже легко закончить дока-

доказательство единственности разложе-
разложения на простые сомножители. В са-

самом деле, если предположить су-

существование равенства р\ -
...- р„ =

= Qi' ••¦• Qm, где Pi, q,
—

простые,
то, пользуясь леммой, можно после-

последовательно сокращать по одному

множителю слева и справа, откуда

следует п=пг и совпадение (с точ-

точностью до единиц) сокращенных про-
простых сомножителей.

Замечание. Читатели, знакомые с обыч-

обычным доказательством основной теоремы ариф-
арифметики целых чисел, наверняка заметили, что

изложенное выше доказательство для целых

гауссовых чисел отличается от обычного

только присутствием нормы в алгоритме

Евклида. Остальные же читатели теперь

без труда могут приспособить это доказатель-

доказательство для случая целых чисел.

Пифагоровы тройки — это тройки
натуральных чисел (о, Ь, с), кото-

которые служат длинами сторон прямо-

прямоугольного треугольника, то есть удов-

удовлетворяют условию теоремы Пифа-
Пифагора a'2 + &2=c2. Наша ближайшая
цель — применить гауссовы числа

11
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к поиску этих троек. Имеем:

с*={а+Ы)(а—Ы).
Разложим с и а-\-Ы на простые со-

сомножители :

sj",
где qi=qi, Sj#Sj. Тогда

-
•

...
• Рл=

=W •
.«

' 9™я • «?' *
-

' s''

S, • ...
• S['.

Из основной теоремы сразу следует,
что frj — четные числа, то есть

ft,=2r, (i=l I).Поэтому
c=d(u+iv){u—iv),

и u+iu=s^'.....Sf'.

Тогда

Снова воспользовавшись однозначно-

однозначностью разложения на простые сомно-

сомножители, получаем

a+bi=d(u+ivJ=d(ui—i>2)+Bduu)i;
откуда следует, что каждая пифа-
пифагорова тройка представима в виде

a=d(u2— v2); b=duv; e=d(u2+u2),

где и и v — произвольные нату-

натуральные числа.

Простые гауссовы числа. Основная

теорема арифметики гауссовых чисел

во многом сводит их изучение к

изучению их простых сомножителей.

Поэтому важно иметь описание всех

простых гауссовых чисел.

Теорема 1. Простые гауссовы
числа суть (A) 1+i и союзные с ним_

числа; (Б) простые натуральные

p=;4ft+3, ft?N и союзные с ними

числа: (В) множители а+6, простого

натурального р вида 4Й+ 1, ft 6 N.

Упражнение в. Нарисуйте на плоскости

все гауссовы простые числа, по норме мень-

меньшие 10.

Доказательство. Рассмотрим
любое простое гауссово число q.
Лемма. Каждое простое гауссово

число q — делитель ровно одного

натурального простого числа р.

Доказательство леммы В самом де-

деле, q делит N{q) и, следовательно, делит

его некоторый простой сомножитель. С другой

стороны, q не может делить два различных

простых /иг, ибо всегда найдутся такие

целые тип, что ml+nr=l. (Докажите!)

Итак, данное простое гауссово
число q делит некоторое обычное

(целое!) простое число р, то есть

q=a-\~bi\p или q- t=p, значит

N{q)N{t)—p2. Поэтому, либо N@=1
и тогда t — единица, a q союзно с

р, либо

N(q)=a2+bi=p, t=g=a—Ы. A0)
Рассмотрим теперь 3 случая.

1) Если р=2, то р=12+12=
=A+0A—i)=i(l—i2); числа 1 + i,

1— i, —1+i, —1—i суть союзные

между собой простые гауссовы числа

(это — случай (А) теоремы).
2) Еслиp=4fc+3, равенство A0)

невозможно, так как квадрат любого

целого числа при делении на 4 дает
в остатке 0 или 1. Поэтому про-
простые числа вида 4ft+3 остаются

простыми в области гауссовых чисел

(случай (Б)).
3) Если p=4ft+l, воспользуемся

следующим утверждением:

Критерий Эйлера. Если р—

=4ft+ l, ft € Z — простое, то су-

существует натуральное х,для которого

р|х2+1, то есть p|(x+i)(x—i).
Доказательство этого утверждения мы здесь

не приводим, оставляя его в качестве зада-

задачи для читателя. Указание: примените ма-

малую теорему Ферма (см. «Квант». 1985, № 6,
с. 19, см. также «Квант», 1973, № 1. с. 4).
Таким образом, в нашем случае

р не является простым гауссовым.
Значит, р делится на некоторое про-

простое гауссово число g=a+bi. Тогда
по основной теореме р делится и на со-

союзное число a — Ы. Если р к тому
же делится еще на какое-то число

c+di, не союзное с а+Ы, то р делится

и на c — di. Но тогда р делится на

(a+bi)(a~bi)(c+di)(c—di)=

и не может быть простым (в обыч-
обычном смысле). Значит, в нашем слу-
случае

р—(а+Ы){а—Ы)=а2+Ь2=N{g).
A1)

Мы получили утверждение (В) тео-

теоремы 1, которая тем самым дока-

доказана.

Число представлений числа в виде

суммы квадратов. Мы не только

перечислили все простые гауссовы

числа, но в сущности сумели до-
доказать (см. A1), основную теорему и

теорему 1) такое утверждение:

Теорема 2. Простое натуральное
р>2 представимо в виде суммы
квадратов тогда и только тогда, ког-

когда оно имеет вид 4ft+ 1, и в этом случае
такое представление единственно.

12
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Найдем теперь число разложений
я=сг+&2 для произвольного на-

натурального л. Нам будет удобно
считать различными разложения,

отличающиеся изменением знаков у
а - и Ь или порядком слагаемых.

Тогда это число будет равным

числу точек с целыми координатами
на окружности радиуса \ и с цент-

центром 0.

Теорема 3. Число целых точек

на окружности радиуса \ 7F, п € N
или (что то же самое) число раз-

разложений целого числа п на сумму
двух квадратов равно учетверенному

избытку числа делителей п вида
4Л+ 1 на& числом делителей вида
Ak+3.

Например, легко видеть, что ок-

окружности радиусов V5, \13, \/17, 5
проходят через 4, 4, 4, 12 точек
соответственно (проверьте, что во всех

трех случаях это число равно соот-

соответствующему учетверенному избыт-

избытку). Более сложный пример разобран
на рисунке 6.

Доказательство. Представим л в виде

л-2°е?1-..--5Г-рГрГ-...-р«мр'"'.
где <7j=<7j>0 и р„ р,

— простые гауссовы

числа (Рг и р,
— несоюзные). Пусть

п=а3+Ь*=(а-\-Ы)(а—Ы). Из основной теоремы
легко следует, что а +Ы союзно с числом

A2)
где

Отсюда видно, что число предстаьленш
л в виде суммы двух квадратов равно

{0
— если среди чисел at есть нечет-

нечетные числа,

4(е,+1)- .... (ет+ 1) — если все A3)
о,, четные

D появляется в результате того, что выра-
выражение A2) отличается от а+Ы на единицу,
а единиц всего 4).

С другой стороны, любой нечетныйе де-
делитель дг числа л имеет разложение jia

простые гауссовы числа вида

г«е

Но <7(
— натуральные числа, являю-

являющиеся простыми гауссовыми, поэтому q имеет

остаток 3 при делении иа 4 и

Отсюда уже легко вывести (выведите!),
что избыток числа делителей вида 4ft+-1 над
числом делителей вида 4Л+3 равен

О, если среди чисел а, есть нечетное.
(ci+1)- —¦ (е„, + 1Ь если все а,

- A1)
четные числа.

Сравнивая A3) и A4), получаем дока-

доказательство теоремы.

Число A2)

целых точек

Чз*

на окружности радиуса '¦
'

15 с центром О равно уке-'.Z'.

тееренному избытку C) ко-

количества E) делителей вида*

,. +1 A. 5. 25. 75. 225) над

it Неством B) делителей C.

вида 4k-j-3 числа

225=15".

КО4
151

Рис. 6.

Заключение. Мы не объяснили,откуда
возникла изложенная выше теория.
А дело было так: в 1796 году девят-

девятнадцатилетний Гаусс доказал квадра-
квадратичный закон взаимности, являющий-
являющийся одной из прекраснейших жемчу-
жемчужин теории чисел. Об истории его

возникновения и доказательстве рас-

рассказано в статье С. Г. Гиндикина
¦ Золотая теорема»(в «Кванте», 1973,
№ 1).

Квадратичный закон взаимности

позволяет исчерпывающим образом
исследовать уравнение вида х'2—а=

=*0(mod b), то есть найти все

x?N такие, что число Xs—а делится

нацело на Ь.

Естественно, что аналогичную тео-

теорию Гаусс хотел иметь и для

уравнений более высокой степени,
например д:4—a=0(mod b), и по-

поэтому начал поиски «биквадратич-
ного закона взаимности». И тут-то

выяснилось, что хотя это уравне-

уравнение первоначально изучается в облас-

области натуральных чисел, законченный

результат практически невозможно

даже сформулировать (!) без целых
гауссовых чисел. Впоследствии

A832 г.), Гаусс писал:

«После того, как мы начали /»сследовать
эти вопросы в 1805 г., (...) мы скоро при-
пришли к убеждению, что (...) для общей теории
необходимо в некотором смысле бесконечно

расширить область высшей арифметики. Как

только мы вступаем в эту область, тотчас
же обнаруживается подход к индуктивному
нахождению весьма простых и исчерпываю-
исчерпывающих всю теорию теорем; однако доказательства
их скрыты столь глубоко, что их удалось
извлечь на свет только после бесплодных
попыток».

Область, о которой пишет Гаусс, и

есть теория тех чисел, которые
сейчас носят его имя.
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Математический кружок

Упорядоченные
наборы чисел

и неравенства

Л. ПИНТЕР. Я. ХЕГЕДЫШ

Родители Коли хранят бумажные
деньги в конвертах. Однажды они

достали три конверта и положили

их перед ним. В одном из конвертов

лежали рубли, в другом
—

трешки,
а в третьем

— пятерки. Родители

попросили Колю вытащить из одного

из конвертов две, из другого три,
а из оставшегося конверта четыре

бумажки.
Как Коле выбрать конверты, чтобы

получить наибольшую возможную
сумму, и как — чтобы набрать

сумму, наименьшую из возможных?
Чтобы найти набранную сумму при
произвольном выборе конвертов,
нужно в таблицу 1 в нижнюю строку

вместо вопросительных знаков поста-

поставить числа 2, 3, 4 в соответствующем

порядке, затем взять произведения
чисел по столбцам и сложить их.

1

?

3
9

5

Таблица 1

Если Коля хочет набрать наиболь-
наибольшую сумму, то он должен вытащить

четыре бумажки из конверта с пя-

пятерками, три бумажки из конверта
с трешками и две бумажки из кон-

конверта с рублями:

5 • 4+3 • 3+1 • 2=31.

Если Коля хочет набрать наимень-

наименьшую возможную сумму, то он должен

вытащить наименьшее число бума-
бумажек, то есть две, из конверта с пя-

пятерками, три
— из конверта с треш-

трешками и четыре
— из конверта с руб-

рублями, то есть

5 - 2+3 • 3+ 1 • 4=23.

Упорядоченные тройки

В общем виде эту задачу можно

сформулировать так. Пусть даны две

тройки положительных чисел

Рассмотрим сумму

где U U k — это числа 1, 2, 3, написан-

написанные в каком угодно порядке. Как

выбрать этот порядок, чтобы сумма S
оказалась наибольшей (соответствен-
(соответственно наименьшей) из возможных?

Ясно, что если наибольшее из чи-

чисел а умножить на наибольшее из

чисел 6, среднее из чисел а на среднее
из чисел b и наконец наименьшее

из чисел а на наименьшее из чисел 6

и сложить эти произведения, то полу-
получится максимальное из возможных

значение S (если среди чисел а или

среди чисел Ь имеются равные, -то

это максимальное значение S полу-
получается не единственным способом).
Если же наибольшее из чисел а умно-

умножить на наименьшее из чисел Ь,
среднее — на среднее и т. д., то полу-
получаем наименьшее возможное зна-

значение S.

Пользуясь этим методом, можно

просто решить задачу М762 (см.
«Квант», 1982, № 9)*).
Докажите, что для любых поло-

положительных чисел а. Ь, с справедливы
неравенства:

Ьг+с' с'+а*
2а 2Ь

а

Ь
- + - + -. гц

Докажем сначала первое неравенст-

неравенство. Запишем две тройки чисел

а; Ь,с-,

! -L -L
а

'
Ь

'
с

¦

Поскольку числа а, Ь, с положи-

положительны, наибольшее из чисел первой
тройки расположено над наимень-

наименьшим из чисел второй тройки, наимень-

наименьшее из чисел первой тройки распо-
расположено над наибольшим из чисел

•' См. также статью С. В. Дпоряншюпа н

Э. А. Ясинокого «Как получаются симметричные

нераиркства* («Квант», 1985. № 7), где эти нера-
неравенства доказаны другим способом.
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второй тройки. Поэтому для данных

троек сумма

является минимальной, и следова-

следовательно,

B)

Ь

C)
Складывая неравенства B) pi C), по-

получим:

= "¦

6

a
• b~ с

'
a

'
6

Чтобы получить второе из не-

неравенств A), рассмотрим тройки чисел

а3, Ь\ с\

abc

abc'' abcy abc'

Под наибольшим (соответственно наи-

наименьшим) из чисел первой тройки
записано наибольшее (наименьшее)
число второй тройки. Поэтому

«6с abc 4-abc

I Ь

abc
-

Ь

4-abc

Ь_
с

abc

-

а
E)

Складывая неравенства D) и E),
получаем

<г_ а:+Ь' . Ь'+с-' <г+а'
а с a b

что и требовалось.

Упражнения
Докажите неравенства:

1 ''\
2.

„ а'Ь а*с Ьла .
Ълс са с'Ь

3. —+ — + — -г — + — + —

(здесь о>0. 6 >0. с> О).
4. Еслиа,>а.;>а^ал. b,>b..>b,. то

3(о.Ь, -Ьа;Ь.,+с,Ь,)>(«. -i-o.-bu.Hb. + bj
5. Еслио>0, Ь>0, с>0, то

b+c
'

e+c a+b 2
"

Некоторые обобщения

Пусть теперь даны два набора из п

чисел

ь* >ь*>ь* >">ь" ^^

Рассмотрим всевозможные суммы

вида i а=а,6Г|+а26,._>+...+а„&,п, где

i,, /2, .... in — некоторая перестановка
чисел 1, 2, ..., л.

Число таких сумм конечно, и по-

поэтому среди них есть наибольшая 5
и наименьшая s Нетрудно сообра-
сообразить, что S=a,&|+a262-f...4-an6,j, а

Докажем это. Предварительно заме-

заметим, что для любых четырех чисел

а, Ь, с, d таких, что а>6 и c>d, вы-

выполнено неравенство

ac+bd>ad+bc, (*)

которое равносильно очевидному не-

неравенству

(а—Ь){с—d)>0.
После этого замечания наше ут-

утверждение доказывается без труда.

В самом деле, если в некоторой
сумме а имеются слагаемые aebq
и ukbv, для которых e<k, q>p,
то есть b,,>bv, то, переставив числа

Ь,, и 6V, мы получим не меньшую

сумму п' со слагаемыми а,Ьр и aftbu.
Последовательно проводя такие пе-

перестановки, мы придем к сумме S,
поэтому S>ct.
Аналогично, если ЬЧ>6Г, то, меняя

эти числа местами, получим сумму,

не большую п.

Так как в результате нескольких

перестановок мы можем прийти
к сумме s, то ft>s.

Итак, для всякой суммы а

s<ct<S, (Б)

причем равенство в (Б) возможно

лишь тогда, когда в одном из наборов

о,, ..., а„, либо 6,, ..., Ь„ есть равные

числа.

Подводя итоги, можно сформули-
сформулировать общий метод доказательства

неравенств: если наборы чисел а ,

а2, ..., а„ и 6,, bit ..., Ьм одинаково

упорядочены (то есть из ai,>ai сле-

следует, что 6*>{?¦), то a,fc,-|-a2&2+"-
... -f- вм&» ^ O|fr(| -f- dobi.) -f- ... -f- d,,b,ti,
(здесь i\, i2, .... /„ — произвольная

перестановка номеров 1, 2, .... л).

15



kvantmccme.ru

Некоторые замечательные

неравенства

1. Неравенство Коши:

Доказательство. Можно счи-

считать, что а, ^а2>...>он. Рассмотрим
наборы чисел

а, о,а-2 о[ог...о,1 *

0; G1'"" СГ

G G11
— 1.

Эти наборы противоположно
упорядочены. Поэтому

a, G ¦ а.а„ G7 .а,...аа G"

С а,а3

X
G

Q -| «

2. Неравенство Чебышева. Если

, то

Доказательство. Сложив п не-

неравенств

о,Ь, +... + a,,br,^alb[ +a2b2 + ... + а„Ь„,

a,fr, + ...-j-anbr,

получим требуемое.

Замечание. Так же доказывает-

доказывается, что, если а, ~^а.2~^...~^а„ и

Ь,<&2 <...<&,„ ТО

3. Неравенство о среднем квадра

тическом:

¦¦¦-+ а' - 1 +аа+—+а.
л

Доказательство. Можно счи-

считать, что о, ^с2^...^с„. Применяя
неравенство Чебышева к случаю

а,
— Ь, при всех / — 1,2,..., л, получим

л (af + «2 +... + a«)^ (а, -т-а2 +... +anJ2,
откуда без труда получим требуемое

неравенство

Упражнения
6. Еслиа,. аг а„

п угольника (н^З), то

h ¦___»2 .
р — 2а, р — 2а.,

(здесь p = a,+aJ-\-
ника).

7. Если а,аг,..,ая неотрицательны, то

стороны выпуклого

—

периметр л-уголь-

8. Еслиа, Ь, с положительны, то

a' + tr+c-^ 111
asb3c3

*^ а~*~ b
~*~

с'

9. (Обобщениезадачи М762 ) Если о,,..., о.

положительны, то

(п-1
,ej+o;+...-Hi:

at""

здесь * > m > О.

л*-

Наш календарь

Формула
Бальмера
«Как только я увидел

формулу Бальмера, мне

все сразу же стало яс-

ясно»,— так обычно расска-
рассказывал Н. Бор о завершаю-
завершающем этапе своей работы
над созданием квантовой

теории атома.*)
В этом году исполнилось

100 лет с тех пор, как эта

•'Об атом этапе жизни и де-
деятельности выдающегося датско-
датского физика-теоретика Н. Бора
A885—1962) рассказывается в

статье В. А. Фабриканта «Первые
шаги Нильса Бора а науке»
опубликованной в десятом номе-

номере нашего журнала за этот год.

(Примеч. ред.)

формула, которой суждено

было сыграть выдающую-
выдающуюся роль в истории науки,
стала известна широким

кругам ученых. Впервые
она была опубликована
Бальмером в 1884 году, но

о ней почти никто не знал,

пока в 1885 году не появи-

появилась статья в немецком

физическом журнале.
Швейцарец Иоганн Якоб

Бальмер A825—1898), по-

получив университетское ма-

математическое образование,
с 60-х по 90-е годы прош-
прошлого века преподавал ма-

математику в Базеле в гимна-

гимназии для девочек и вел за

нятня по начертательной
геометрии в местном уни-

университете.

Круг интересов Бальме-

Бальмера был очень широк —

философия* и литература,

музыка и архитектура,
древняя история и исто-

история естествознания, меди-

медицина... Но как прирожден-
прирожденного математика его боль-

больше всего увлекали поиски

математической гармонии,

конкретно — закономер
кых числовых отношении:

в формах кристаллов, в

геометрических парамет-

параметрах знаменитых памятни-

памятников архитектуры и т. п.

Именно эта увлеченность
«магией чисел» и привела
базельского преподавате-
преподавателя к его замечательному

открытию.
Вот задача, которую ре-
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шил Бальмер. Даны четы-

четыре числа

6562,10; 4860,74;
4340,10; 4101,2.

Требуется найти «закон»,

которому они следуют.

Тот, кто захочет решить

эту задачу самостоятельно

(а для этого ничего, кроме

элементарной математики,

не потребуется), должен
здесь на время прервать
чтение заметки, поскольку

чуть дальше приводится
ответ.

Числа, закономерность

следования которых на-

нашел Бальмер, — это длины

волн (в 10 10
м) четырех

линий в видимой области

спектра атома водорода.
Б физике Бальмер был

самое большее дилетантом

и к постановке задачи при-

пришел случайно — прослу-
прослушав лекцию профессора
физики по спектральным
исследованиям. Надо ска-

сказать, что серия линий во-

водородного спектра физи-
физикам-профессионалам была
хорошо известна по мень-

меньшей мере с 1868 года.
Но в попытках установить

спектральный закон физи-
физики неизменно руководст-

руководствовались, как оказалось

впоследствии, не имеющей
к делу никакого отноше-

отношения акустической
'

анало-

аналогией: линии серии уподоб-
уподобляли обертонам звука и

искали для них выраже-
выражения вида А/л, где >. — неко-

некоторая основная длина вол-

волны, ал — целое число.

При этом для спектров

различных элементов по-

получали различные наборы
целых чисел, между кото-

которыми никакой связи не

усматривалось.

Вероятно, Бальмеру по-

помогло то, что он не был

физиком. Не отягощенный
никакими предвзятыми

представлениями, он лишь

искал простую формулу,
максимально точно вос-

производяющую обнару-
обнаруженную экспериментато-
экспериментаторами последовательность
длин волн спектральной
серии. И результатом этих

поисков стала знаменитая

«формула Бальмера»:

-3.39

с

%.

J
-4

-5

-6

-7

-8

-9

-10

,
-

¦

2 -//

-13
-13.55—

п'—2

Здесь X — длина волны

спектральной линии, d —

некоторая постоянная

(равная 3645.6 • 1О~10 м),
an — целые числа. При-
Приведенные четыре водород-

водородные линии получаются из

этой формулы подстанов-
подстановкой для л значений 3, 4,

5 и 6 соответственно. Как

ученый пришел к этой

формуле, не известно, но

имеются косвенные указа-
указания на то, что он опирал-

опирался на довольно несложное

геометрическое построе-

построение.

Получив свою формулу,
удивительно точно описы-

описывающую четыре водород-
водородные линии,Бальмер все же

сомневался — нашел ли он

физическую закономер-
закономерность или его результат
есть лишь следствие пора-
поразительного совпадения.

Пролистав популярный
справочник по новейшим

.

научным достижениям, он

узнал, что известна еще

одна, пятая линия водо-

водородной серии с длиной вол-

волны 3969 ¦ 10~10 м (это уже
невидимая ультрафиоле-
ультрафиолетовая область спектра).
Подставив в свою формулу
п—7, Бальмер получил
Х=3969 - 10"

10
м! Этот

успех существенно под-

подкрепил его доверие к фор-
формуле, и он показал ее кол-

коллеге по Базельскому уни-

университету, профессору фи-
физики. Тот отнесся к откры-

открытию с большим интересом
и сообщил Бальмеру, что

на самом деле известны

еще девять линий в уль-

ультрафиолетовой части водо-

водородного спектра. Не соста-

составило большого труда убе-
убедиться, что и эти линии

великолепно описываются

¦волшебной» формулой

(при подстановке л—8 9,...

..., 16). Сомнений в том,

что найден какой-то новый

фундаментальный закон

природы, больше не оста-

оставалось.

В 1890 ^году шведский
физик И. Ридберг A854—
1919) записал формулу
Бальмера несколько по-

иному:

(v — частота спектраль-
спектральной линии, с — скорость
света, а Л — фундамен-
фундаментальная физическая посто-

постоянная, которую теперь на-

называют «постоянной Рид-
берга»). Именно в этой

записи формула Бальмера

предстала перед Бором в

феврале 1913 года. Приняв
во внимание выражение
для энергии кванта Л\

(ft — постоянная Планка),
Бор сразу же разгадал фи-
физический смысл формулы,
остававшийся совершенно
таинственным почти три
десятилетия. А смысл этот

предельно точный и яс-

ясный — спектральные ли-

линии соответствуют кван-

квантам электромагнитного

излучения, испускаемым

электронами при переско-
перескоках с орбиты с номером л

(л=3, 4 и т. д.) на более

близкую к ядру 2-ю ор-

орбиту.

Очень часто повторяют

два утверждения: 1) круп-

крупнейшие научные открытия

ученые совершают только

в молодости; 2) к таким

открытиям нельзя прийти
путем «игры с цифрами»,
не задумываясь о сути яв-

явлений. История открытия
Бальмера наглядно демон-

демонстрирует, что бывают и

исключения.

Б. Е. Явелов

2 «Квант* Ж 12 17
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Школа в «Кванте»

Математика 9—10

Метод интервалов

Эта статья предназначена девятиклассни-
девятиклассникам и десятиклассникам. Она также может
быть использована абитуриентами при под-

подготовке к вступительным экзаменам в вузы.

В школьном курсе алгебры нера-
неравенствам отводится значительное ме-

место: сначала это — линейные нера-

неравенства, потом — квадратичные, по-

потом — неравенства, в которых участ-

участвуют логарифмические, показатель-

показательные и тригонометрические функции.
Постепенно неравенства усложняют-
усложняются — появляются всевозможные ком-

комбинации функций, изучаемых в шко-

школе. В этой статье мы на несколь-

нескольких примерах проиллюстрируем один
важный метод решения неравенств,

который обычно называют «методом

интервалов». Мы будем рассматри-
рассматривать здесь неравенства, правая часть

а>0

-4- -

± 2

которых равна нулю, а левая часть

представлена в виде произведения или

частного функций с известными про-

промежутками знакопостоянства. Метод
интервалов основан на следующей
очевидной, идее: знак произведения
(частного) определяется знаками со-

сомножителей (делимого и делителя).
Задача 1. Решить неравенство

Bх—1)(х-—х—2)
3-х

Линейная функция с ненулевым уг-

угловым коэффициентом меняет знак

при переходе через корень, причем

справа от корня знак функции совпа-

совпадает со знаком углового коэффициен-
коэффициента (рис. 1); квадратный трехчлен
с положительным дискриминантом

тоже меняет знак при переходе через
каждый корень, причем правее боль-
большего корня знак квадратного трех-

трехчлена совпадает со знаком его стар-
старшего коэффициента (рис. 2).
Эти соображения приводят к сле-

следующей схеме решения неравенства.

1. Находимкорни каждого «сомно-

«сомножителя»: x=sr-l; х=— 1, х=2; дг=3.

Наносим найденные корни на число-

числовую ось (рис. 3).
2. Числоваяось разбилась на пять

промежутков. На самом правом из них

знак каждого сомножителя совпадает

со знаком его старшего коэффициен-
коэффициента: 2х—1>0, х'2—х—2>0, 3—х<0.
Следовательно, дробь на этом про-

промежутке отрицательна.

3. Припереходе через каждый из

отмеченных корней один и только

один из сомножителей меняет знак,
и потому каждый раз меняется знак

дроби. Учитывая это, расставляем в

этих промежутках знаки (как показа-

показано на рисунке 3).
4. Выбираемпромежутки, на кото-

которых дробь отрицательна.

Ответ:

1— °°: —Ци|'4; 2[U]3; +oo[.

Задача 2. Решить неравенство

Рис. 3.
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ределения логарифмической функ-
функции.

1. Корни «сомножителей»: х=2;
х=0,4; х—1 (рис. 4).
2. Полуось]0; +оо[ разбилась на

четыре промежутка. На самом правом
из них 4—дг<0, 5x—2>0, lgx>0.
Следовательно, на этом промежутке

левая часть неравенства отрицатель-

отрицательна.

3. Припереходе через каждый ко-

корень меняет знак один и только один
из сомножителей. Учитывая это, рас-
расставляем знаки на остальных проме-

промежутках (рис. 4).
4. Мырешили строгое неравенст-

неравенство. Остается присоединить к получен-

полученному множеству решений корни урав-
уравнения

I _

Eх—2)lgx
'

то есть корни числителя дроби (вхо-
(входящие в область определения нера-

неравенства).
Ответ: ]0; 0,4[ и ]1; 2].
Задача 3. Решить неравенство

—2)(х'—5х+7)
х+3

Решение изображено на рисунке 5.

Квадратный трехчлен в числителе

дроби не имеет корней и потому не

меняет знак, который совпадает со

знаком его старшего коэффициента.
Ответ: ]—3; Ig2].
Задача 4. Решить неравенство

(х-—2х—3)F+х—jt)>0.

1. Находимкорни сомножителей:

2. Прих>3 левая часть неравен-

неравенства отрицательна.

3. При переходе через точку
х=3 оба сомножителя меняют знак

(х=3 — их общий корень), так что

знак произведения не меняется.

При переходе через каждый из двух

других корней левая часть.как и в пре-

предыдущих примерах, меняет знак

(рис. 6).
Ответ: [—2; —1] U[3).
Из этой задачи видно, что, приме-

применяя метод интервалов, необходимо

следить за тем, сколько сомножите-

сомножителей меняют знак при переходе через

данный корень. Возможны сомножи-

сомножители, которые не меняют знак при пе-

переходе через свой корень (например,
квадратный трехчлен с дискриминан-

дискриминантом, равным нулю).

О 0,4 1

Рис. 4.

—3 182
Рис. 5.

-2 -I

Рис. 6.

Рис. 7.

0

Рис. 8.

Задача

1

2 I
3

5. Решить

Лх*—4х+1
^

2д-—5дг+2

корень и

4

неравенство

'0.

числителя, и

знаменателя дроби. Однако при пере-

переходе через этот корень меняет знак

лишь знаменатель; поэтому в этой

точке дробь меняет знак (рис. 7).

Ответ: ] \ ; 2[.

Проверьте себя, решив следующую

задачу:

Задача 6. Решить неравенство

A+дг—2х-Iрх

D—Заг)(9дгг—12дг+4)

Ответ: ]0; | [U]| ; HUP; ^i
(рис. 8).

В рассмотренных примерах мы име-

имели дело с линейной, квадратичной,
показательной и логарифмической
функциями, промежутки знакопо-

стоянства которых изучаются в

школьном курсе. Однако метод интер-

интервалов можно притенять и в более

сложной ситуации.

Идея решения следующих нера-

неравенств основана на интуитивно яс-

ясной теореме, точное доказательство

которой дается в курсах математиче-

математического анализа: если функция непре-

непрерывна на промежутке и не имеет в

этом промежутке корней, то она со-

сохраняет в этом промежутке знак.
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0
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Puc. P.

Задача 8. Решить неравенство

,
• хл/10—ха>л2— 6.

-По -{?

Рис. 10.

3

Задача 7. Решить неравенство

д/ж+2>л-. A7
Функция у—ух-\-2—х определена

и непрерывна на промежутке [—2;'
+оо[.
Найдем корни этой функции, то

есть решим уравнение

Ух+2=х. ' B)
Возведя обе части уравнения B)

в квадрат, придем к квадратному
уравнению х1—х—2=0 с корнями

х=—1, х=2. Проверка показывает,
что корнем уравнения B) является

только х=2. Эта точка разбивает об-
область определения неравенства A)
на два промежутка: [—2; 2[ и ]2;
+ оо [. На каждом из этих промежут-

промежутков функция у=-\1х+2—х сохраняет

знак, то есть либо все точки такого

промежутка удовлетворяют неравен-

неравенству A), либо ни одна из них этому

неравенству не удовлетворяет. Поэто-

Поэтому достаточно подставить в неравен-
неравенство A) по одной точке из каждого

промежутка. Выберем точки х=—2
и jc=7. Так как х=—2 удовлетво-

удовлетворяет неравенству A), а х=7 этому

неравенству не удовлетворяет, мно-

множеством решений неравенства A) яв-

является промежуток [—2; 2[ (рис. 9).
Ответ: [—2; 2[.

1. Область определения функции
\1\о—х!: 1—д/Тб; \flOl

t 2. Решаем уравнение:

—х2=х2—6,
—х2)=(х2—6)';

Получаем четыре корня: х=\
х=±3. Проверка оставляет два кор-

корня: х——л[2, х=3 (рис. 10).
3. Подставляем в неравенство числа

* V10'х=*0, jc= ylO. Число х=0
удовлетворяет неравенству, а числа

х=±д/10 ему не удовлетворяют.
Ответ: [—^2; 3].
Как известно, линейная, квадратич-

квадратичная, степенная, показательная, лога-

логарифмическая и тригонометрические
функции, а также. их композиции и

функции, получаемые из них с по-

помощью арифметических действий,
непрерывны в своей области опреде-
определения. Поэтому метод интервалов
можно прилгенять при решении прак~
тически всех неравенств школьного

курса. Метод интервалов позволяет

представить множество решений нера-
неравенства в виде объединения промежут-

промежутков, границы которых
— либо корни

соответствующего уравнения, либо

граничные точки области определе-
определения неравенства.

Требование непрерывности сущест-
существенно для применения метода, интер-
интервалов. В этом можно убедиться на

следующей задаче.
Задача 9. Решить неравенство

[х]<х— у-

Построим графики левой и правой
части неравенства (рис. 11). Корнями

уравнения [х]=ж— — являются чис-

ла вида ft-f -5-, где k любое целое

Рис. И.

число. В то же время множество ре-

решений неравенства
— объединение

промежутков вида [к-\- у; А+Ц, гра-

граничными точками которых являются,

в частности, все целые числа, которые

не являются при этом ни корнями

уравнения, ни граничными точками

области определения.

Ю. И. Ионии. В. Б. Некрасов
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йЗдаант
для младших школьников

Задачи

1. Вчисловом ребусе (см. рисунок)
использовано 7 букв. Расшифруйте
этот ребус, если известно, что ни одна

из букв не заменяет цифры 1 и что

одинаковым буквам соответствуют

одинаковые цифры, а разным
— раз-

разные.

2. Бакбыл полон воды. Эту воду

поровну перелили в три бидона. Ока-

Оказалось, что в первом бидоне вода за-

заняла половину его объема, во втором

бидоне вода заняла 2/3 его объема,
а в третьем бидоне — 3/4 его объема.
Бак и все три бидона вмещают по

целому числу литров. При каком наи-

наименьшем объеме бака возможна такая

ситуация?

3. Всемизвестно, что такое железо-

железобетон: железную арматуру заливают

бетоном, который, застывая, образует
с металлом очень прочную конструк-

конструкцию. Почему в качестве арматуры

используется железо?

4. Нарисунке изображен кусок бу-
бумаги. Можно ли оклеить этим куском

бумаги, не разрезая его, какой-ни-

какой-нибудь кубик?

5. Суммацифр 20-значного числа

N равна 10, сумма цифр числа 7N

равна 70, сумма цифр числа 19N

равна 19. Найдите N.

Эти задачи нам предложили Н. К. Антоно-

Антонович. С. Р..Сефибеков, А. П. Савин. Н. П. Дол-
билин Д. Б. Фукс.
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Около

дома стоял

стол, а за ниг

тили чай Мар-

Марковский Заяц и

Болванщик; мем

|ду ними спала

[Мышь — Соня.

[Болванщик и

Заяц облокотились
на нее, как на по-

подушку. «Бедная Соня,
- подумала Алиса. Ей, на-

[верно, неудобно? Впрочем, она спит — значит,

[ей все равно». Стол был большой, но чаевники

| сидели с одного края, на уголке. Завидев Али-

Алису, они закричали:
— Занято! Мест нет! — Как

[это нет?! — возмутилась Алиса и уселась во

| главе стола. — Зачем ты уселась без пригла-
приглашения? — спросил Мартовский Заяц. — Это не-

невежливо! — Я не знала, что это стол на тро-

троих,
— сказала Алиса. — Что-то ты слишком

обросла! — заговорил вдруг Болванщик. — Потру-
Потрудитесь не переходить на личности, — строго от-

ш



нетила Алиса. Болванщик широко открыл глааа

и не нашелся, что ответить. — Чем ворон по-

похож на конторку? — спросил он. — Это я могу

отгадать,
— сказала она. — Ты хочешь сказать,

что думаешь, будто знаешь ответ? — спросил Мар-
Мартовский Заяц. — Совершенно верно, — согласилась

Алиса. — Так бы и сказала,
— заметил Мар-

Мартовский Заяц. — Нужно всегда говорить то,

что думаешь.
— Я так и делаю, — поспешила

объяснить Алиса. — По крайней мере я всегда

думаю то, что говорю... а это одно и то же... —

Совсем не одно и то же, — возразил Болванщик. —

Так ты еще скажешь, будто «Я вижу то, что

ем» и «Я ем то, что вижу» одно и то же!

С минуту все сидели молча. Алиса пыталась

вспомнить то, что она знала про воронов и кон-

конторки. Первым заговорил Болванщик. — Какое

сегодня число? — спросил он, вынимая из кармана
часы. Алиса подумала и ответила: — Четвертое. —

Отстают на два дня, - - вздохнул Болванщик. —

Какие смешные часы! — заметила Алиса. —

Они показывают число, а не час! — А что тут

такого? — пробормотал Болванщик. — Разве твои

часы показывают год? — Конечно, нет. — Отга-

Отгадала загадку? спросил Болванщик. — Нет.

Какой же ответ? ¦ Понятия не имею, — ска-

сказал Болванщик. — И я тоже,
— подхватил

Мартовский Заяц. Алиса вздохнула. — Если вам

нечего делать, — сказала она с досадой, —при-
—придумали бы что-нибудь получше загадок без ответа.

А так только попусту теряете время.
— Если

бы ты знала Время так же хорошо, как я, —

сказал Болванщик, — ты бы этого не сказала.

Его не потеряешь! — Не понимаю, — сказала

Алиса. — Еще бы! — презрительно встряхнул
головой Болванщик. — Ты с ним небось никогда

и не разговаривала! Мы с ним поссорились
в марте

— как раз перед тем, как этот (он показал

ложечкой на Мартовского Зайца) спятил.

С тех пор,
- - продолжал грустно Волванщик, —

время для меня палец о палец не ударит! и на

часах все шесть... Тут Алису осенило. — Поэтому
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здесь и накрыто к чаю? — спросила она.

Да, — отвечал Болванщик со вздохом. — Здесь
всегда пора пить чай. Мы не успеваем даже посуду

вымыть! — Выпьем чашку и пересядем к следую-

следующей. — А когда дойдете до конца, тогда что? —

рискнула спросить Алиса. — А что, если мы

переменим тему? спросилМартовский Заяц
и широко зевнул. — Надоели мне эти разговоры.
Я предлагаю: пусть барышня расскажет нам

сказку. — Боюсь, что я ничего не знаю,
— испуга-

испугалась Алиса. — Тогда пусть рассказывает Соня, —

закричал Заяц. — Соня, проснись! Рассказывай
лказку! — Да, пожалуйста, расскажите, —

подхватила Алиса. — Жили-были три сестрич-
сестрички, — быстро начала Соня, — звали их Элси,
Лэси и Тилли, а жили они на дне колодца... —-

А что они ели? — спросила Алиса. Ее всегда

интересовало, что люди едят и пьют. — Кисель, —

ответила, немного подумав, Соня. — А почему они

жили на дне колодца? — Выпей еще чаю,
сказал Мартовский Заяц, наклоняясь к Алисе. —

Еще? — переспросила Алиса с обидой. — Я пока
ничего не пила. — Больше чаю она не желает, —

произнес Мартовский Заяц в пространство. — Ты,
верно, хочешь сказать, что меньше чаю она не же-

желает: гораздо легче выпить больше, а не меньше,
чем ничего,— сказал Болванщик. — Вашего мне-

мнения никто не спрашивал,
— сказала Алиса. —

А теперь кто переходит на личности? — спросил
Волвашцик с торжеством. Алиса не знала, что на

это ответить. Она налила себе чаю и намазала

хлеб маслом. — Мне нужна чистая чашка,
— ска-

сказал Болванщик. И он пересел на соседний стул.
Соня села на его место, Мартовский Заяц — на мес-

место Сони, а Алиса скрепя сердце
— на место Зай-

Зайца. Выиграл при этом один Болванщик; Алиса,
напротив, сильно проиграла, потому что Мартов-
Мартовский Заяц только что опрокинул себе в тарелку

молочник. Алисе не хотелось опять обижать Соню,
и она осторожно спросила: — Я не понимаю...

Кйк же они там жили? — Чего там не пони-

понимать,
— сказал Болванщик. — Живут же рыбы

в воде. А эти сестрички жили в киселе! ¦ ¦ Но

почему? - - спросила Алиса Соню. — А еще они



рисовали... псякую всячину... все, что начинается

на М. — Мне бы тоже хотелось порисовать, —

сказала Алиса. — У колодца. — Порисовать и

уколоться? — переспросил Заяц. Сони закрыла
глаза — ...начинается на М, — «родолжала она. —

Они рисовали мышеловки, месяц, математику, мно-

множество.... Ты когда-нибудь видела, как рисуют мно-

множество? — Множество чего? — спросила Алиса.—

Ничего,— ответила Соня,— Просто множество! —

Не знаю, — начала Алиса, —

...— А не знаешь — молчи,
—оборвал ее Болванщик.

Такой грубости Алиса стер-
стерпеть не могла: она молча

встала и пошла прочь.

Тут она заметила дверцу.
— Войду-ка я в

кэту дверцу, — подумала
Алиса. Так она и сде-

сделала и снова оказалась
в длинном зале возле

стеклянного столика

чудесном саду среди
ярких цветов и про-
прохладных фонтанов.
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задачник
аитаШш

Этот раздел ведется у нас

из номера в номер с момента

основания журнала. Публи-
Публикуемые в нем задачи нестан-

нестандартны, но для их решения
не требуется знаний, выходя-
выходящих за рамки школьной

программы. Наиболее труд-
трудные задачи отмечаются звез-

звездочкой. После формулировки
задачи мы обычно указываем,

кто нам ее предложил. Разу
неется, не все эти задачи

публикуются впервые.
Решения задач нз этого во

мера можно отправлять не

позднее 15 февраля 1986 года

по адресу: 103006 Москва

К-6, ул. Горького, 32/1,
«Квант* В графе «Кому*
напишите: «Задачник «Квав
та» № 12 — 85* и номера
задач, решения которых вы

посылаете, например «М956
М957» или «Ф968» Решения

задач нз разных номеров жур-

журнала или по разным предме-

предметам (математике н физике)
присылайте в разных конвер-
конвертах. В письмо вложите кон-

конверт с написанным на нем

вашим адресом (в этом кон-

конверте вы получите результа-
результаты проверки решений). Усло-

Условие каждой оригинальной за-

задачи, предлагаемой для пуб-
публикации, присылайте в от-

отдельном конверте в двух

экземплярах вместе с вашим

решением этой задачи (на

конверте пометьте: «Задачник
* Кванта», новая задача но

физике» или «...новая задача

по математике»). В начале

каждого письма просим ука-

указывать номер школы н класс

в котором вы учитесь.

Задачи М957 и М958 (в нем-

немного измененной формулиров-
формулировке) предлагались на XXVI

Международной математиче-
математической олимпиаде.
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Задачи
М956—М960; Ф968—Ф972

М956. На плоскости проведены четыре окруж-

окружности одинакового радиуса так, что три из них про-

проходят через точку А и три
— через точку В (рис. 1).

Докажите, что четыре точки их попарного пересе-
пересечения, отличные от Л и Б, — вершины параллело-

параллелограмма.

В. и И. Каповичи. ученики 10 класса

М957. Докажите, что из 1985 различных нату-
натуральных чисел, все простые делители которых со-

содержатся среди первых 9 простых чисел 2,3,...,23,
можно выбрать четыре числа, произведение ко-

которых
— четвертая степень целого числа.

М958*. Пусть 0^**|<1г<...<1"л — целые числа.

Докажите, что количество нечетных коэффициен-
коэффициентов у многочлена

не меньше, чем у многочлена A+лг)'1.
М959*. В стране между некоторыми парами горо-

городов установлено авиационное сообщение. Докажи-
Докажите, что можно закрыть не более 1/(й—1) часть

авиалиний таким образом, что среди любых k го-

городов найдутся два, не соединенные между собой

авиалинией, если а) й=3; б) k — любое нату-

натуральное число.

А. А. Разборов

М960*. Если разность между кубами двух после-

последовательных натуральных чисел — квадрат неко-

некоторого натурального числа л, то число л пред-

представляется в виде суммы квадратов двух последо-

последовательных натуральных чисел.

а) Докажитеэто утверждение.

б) Вот один пример таких чисел: 83—73=
= B2-f З2J; приведите еще хотя бы один пример.

в) Докажите,что таких примеров существует бес-
бесконечно много.

Р. Лайнесс (Великобритания)

Ф968. На три параллельных оси, соединенных
жесткими стержнями, насажены три зацепленных

шестеренки с радиусами гь г2 и г3 (рис. 2). Оси
В к С вращаются вокруг неподвижной оси А с

угловой скоростью шо; при этом размеры треуголь-
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Рис. 3.

Рис. 4.

Объектив

Призма

Рис. 5.

П инка

We have been publishing
Kvant's contest problems every
month from the very first
issue of our magazine. The

problems are nonstandart ones,
but their solution requires no
information outside the scope
of the USSR secondary school

syllabus. The more difficult

problems are marked with a

star- (*) After the statement
of the problem, we usually

ника ABC остаются неизменными, а шестеренка
радиуса гл движется поступательно. С какой угло-
угловой скоростью вращается шестеренка радиуса г,?

В. Вангелое (г. Бургас. НРБ)

Ф969. Две банки, сделанные из одного и того же

материала, имеют одну и ту же геометрическую

форму, причем все линейные размеры одной банки
в k раз меньше, чем другой (рис. 3). В дне каж-

каждой банки сделано отверстие. Банки одновременно
опускают на воду. Какая банка утонет скорее?
Во сколько раз?

И. К. Соболев

Ф970. В тонкостенной непрозрачной сферической
оболочке находится шар, радиус которого в не-

несколько раз меньше радиуса оболочки. Предложи-
Предложите способ определения плотности вещества, из ко-

которого сделан шар. Масса оболочки неизвестна.

С. А. Хорозоь

Ф971. В магнитном поле, индукция В которого

вертикальна, вращается около вертикальной оси

так, как показано на рисунке 4, металлический

стержень. Угловая скорость вращения равна <и,
R и а заданы. Найти разность потенциалов на

концах стержня.
Л. Г. Маркович

Ф972. В высокоскоростном киносъемочном аппара-

аппарате, применяемом для съемки быстропротекающих
процессов, пленка движется непрерывно со ско-

скоростью v. Для предотвращения смазывания изо-

изображения между пленкой и объективом установ-
установлена четырехгранная стеклянная призма с показа-

показателем преломления и, вращающаяся с постоян-
постоянной угловой скоростью (рис. 5). Пренебрегая
расфокусировкой изображения, определите, при
какой угловой скорости изображение на пленке не

смазывается. Определите толщину призмы d при
условии, что экспонирование изображения одного
кадра проводится в пределах (—а«, а„) ее угла
поворота, а минимальный размер различимых де-
деталей изображения равен fi.

А. А. Лапидес

Problems

М956—М960; Р968—Р972

М956 Four circles of the same radius are drawn on the plane so

that three pass through the point A and three through the

point В (Fig. I). Prove that the four pairwise interection points
(other than A and B) are the vertices of a parallelogram.

V. and 1. Kapovich. 10th form students

M957. Prove that it is possible to choose four numbers whose
product is the fourth power of an integer from any distinct

1985 natural numbers whose prime divisors arc all contained in

the set {2, 3,.... 23} of the first nine primes.
M958*. Suppose 0<ii<i..<...<f,, are integers. Prove that the
number of odd coefficients of the polynomial

27
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indicate who proposed it to us

It goes without saying that

not all these problems are first

publications. The solutions of
problem» from this issue (in
Russian or in English) may be

posted no later than February
15th. 1986 to the following
address:

-

USSR. Moscow
103006 Москва К-в, ул. Горь-
Горького, 32/1, «Квант»
Please send the solutions of

physics and mathematics

problems, as well as problems
from different issues, under
separate cover; on the envelope
write the words: «KVANTS
PROBLEMS» and the numbers
of all the solved problems;
in your letter enclose an

unstamped selfaddreseed enve-

envelope — we shall use it to send

you the correction result
At the end of the academic

year we sum up the results of

the Kvant problem contest. If

you have an original problem
to propose for publication, plea-
please send it to us under separate
cover, in two copies (in Russian

or in Englich) including the so-
solution. On the envelope write

NEW PROBLEM IN PHYSICS

(or MATHEMATICS).
Problems M957 and M958

(in somewhat different formu-

formulations) were proposed at the
26th International mathema-
mathematics olympiad.

M936 Докажите, что за Sn+1
взвешиваний на чашечных ве-

весах без гирь можно выделить
самый легкий и самый тяже-

тяжелый из 2п+1 камней, если

а) пкЗ; б) п.
— любое нату-

натуральное число.

28

'+...+A+*)'"

is no less than that of the polynomial A+x)'1.

M959* In some country some pairs of cities are joined by
airlines. Prove that it is possible to shut down no more than
the 1/(A— l)th part of the airlines so that among any set of ft
cities at least one pair is not joined by any airline, if

a) k=3;

b) kia any natural number.
A. A Hazboro

M960*. If the difference between the cubes of two successive

natural numbers is the square of some natural number n, then

n can be presented as the sum of squares of two successive

integers.

a) Provethis statement.

b) Hereis an example of such numbers: В'—7'=B'4-Зг)';
find at least one other example.
c) Provethat there are infinitely many such examples.

ft. Lyneas (United Kingdom/

R968. Three interlocking cogwheels of radii r,, r5. r3 rotate
about three parallel axes joined by rigid rods (Fig. 2 p. 29). The
ахез В and С rotate around the fixed axis A with angular velocity
o>, the size of triangle ABC remaining unchanged, while the

cogwheel of radius r3 moves parallel to itself. What is the

angular velocity of the cogwheel of radius r ?
V. Vangelov (Burgan. Bulgaria)

P969. Two punctured cans made from the same material have the
same shape, all the linear measurement*) of one of them being k
times less than that of the other (Fig. 3). The bottoms of the cans
have holes. The cans are placed simultaneously on water. Which
will sink faster? How much faster?

/. K. Sobolev

P970. A thin-walled spherical shell contains a ball whose radius

is several times less than that of the shell. Find a method for

determining the density of the material from which the ball is

made. The mass of the shell is unknown.
S. A. Khorozov

P971. A metal rod rotates about a vertical axis in a magnetic
field with vertical induction В as shown on Figure 4. The
angular velocity is iu, R and и are given. Find the difference
of potential at the extremities of the rod.

L. C. Markovich

P972. In a high-speed movie camera used for filming rapidly
evolving processes, the film moves continuously with velocity
v. In order to avoid blurring, a quadrangular glass prism
with refraction coefficient n is placed between the film and the
lens; the priem rotates with constant angular velocity (Fig. 5).
Neglecting the defocuesing effect, determine the angular velocity
for which the image will not blur. Determine the prism's thickness

if the exposure of one square takes place within the limits
(—u«, a<i) of the prism's rotation angle and the minimal size
of distinguishable details is Л.

A A Lapideg

Решения задач
M936 — M940; Ф948 — Ф952

Приведем решение сразу для 2п + 2 камней..Разо-
бьем камни произвольно на пары. За л + 1 взвеши-

взвешиваний мы найдем в каждой паре более легкий и

более тяжелый камень. Ясно, что самый тяжелый

из всех 2л+ 2 камней находится среди л + 1 более
тяжелых (назовем их «группой Т», остальные —

¦группой Л»). Поэтому мы можем найти самый

тяжелый камень не более чем за п взвешиваний:

начав с произвольной пары камней из группы Т,
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M937. Существует ли такая

фигура F, что ею нельзя на

крыть полукруг радиуса 1. а

двумя ее экземплярами мож-

можно накрыть круг радиуса 1,
если F — а) произвольная фи-

фигура: б) выпуклая фигура}

л—с

М938 Радиус круга с центром

О равномерно вращается, по-

поворачиваясь за одну секунду
на угол 360'/п. (где п — нату-
натуральное число, большее 3).
В начальный момент он зани-
занимал положение ОМ0, через се-,

кунду — положение OMt.
еще через 2 секунды — поло-

полоотбрасываем более легкий и сравниваем более

тяжелый с новым камнем из группы Т; после

отбрасывания п камней останется нужный — са-

самый тяжелый. Аналогично за п взвешиваний из

группы Л выделяется самый легкий камень.
Можно предложить и много других правильных алгорит-

алгоритмов, позволяющих выбрать самый тяжелый и самый легкий

камень из 2л+ 2 за Зл-f 1 взвешиваний. Оставляем читателям

более трудную задачу: выяснить, за какое наименьшее число

взвешиваний можно выбрать самый тяжелый и самый легкий

из N камней. (Похожая задача: за сколько попарных сравне-
сравнении можно выбрать k = 2, 3,... самых тяжелых из N камней —

обсуждается в статье «Кто поедет в Рио» Г. Адельсона-Вельско-
го, И. Бернштейна и М. Гервера («Квант», 1972. № 8, с. 2),
а также в ряде книг о сортировке и поиске — например, в т. 3

книги Д. Кнута «Искусство программирования» (М.: «Мир»,
1978).)

С. В. Фомин, |
//. Б. Васильев

Ответ на оба вопроса а) и б) положительный.

Примеры представлены на рисунке. Для ответа

на вопрос а), кроме разнообразных вариантов

фигуры в виде «пропеллера» или древнекитайского
символа «Янь и инь», годится и такой вырожден-

вырожденный пример: из круга радиуса 1 с центром О
выкалываются три точки — вершины равносторон-
равностороннего треугольника с центром О. Для ответа на

вопрос б) подходит такая фигура: окружность

радиуса 1 с центром О разбивается на четыре

дуги величиной е, е, л—е, л—е и строится «выпук-
«выпуклая оболочка» двух несмежных дуг- (Левый
нижний рисунок соответствует е;=л/2.) Заметим,
что при малом е построенная фигура имеет пло-

площадь, сколь угодно близкую к площади полукруга.
Доказательство, что построенная фигура не

покрывает полукруг, во всех случаях опирается

на такое соображение: концы диаметра полукруга

находятся на расстоянии 2, следовательно, их

могут закрыть лишь такие две точки построенной
фигуры, которые являются диаметрально противо-
противоположными точками круга радиуса 1, из которого
мы ее вырезаем; таким образом, наша фигура
должна была бы содержать целый полукруг
с центром О радиуса 1.

Тот факт, что двумя экземплярами фигуры
можно покрыть круг, очевиден (во всех примерах

достаточно повернуть фигуру относительно центра

круга на некоторый угол или отразить от некото-

некоторой прямой, проходящей через центр).
Н. Б. Васильев

¦

Докажем, что радиусы ОМ0, ОМ,,..., OMn_i делят

круг на п равных секторов в том и только в том

случае, когда л = 2* (k — натуральное число; на

рисунках изображены случаи /г«=2 и /г = 3).
Поскольку все точки Мо, М,, М2, —i Mn-\ попада-

попадают в вершины правильного «-угольника с цент-

центром О, для того, чтобы п радиусов ОМ& OMt, ...

.... OMn_i делили круг на равные секторы, необхо-

29
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жснис ОМ,, еще через 3 секун-
секунды после этого — положение

ОМ, и т. д.. еще через п—1 се-

секунд — наложение ОМ„ i-

а) Докажите, что если п —

степень 2. то радиусы ОМ,. ...

.... ОМ„_, делят круг на п

равных секторов.

б) Возможноли это при дру-
других .точениях п?

М939. В клетки таблицы
JOxJO записывают каким-ли-

каким-либо образом цифры О. 1 9
так. чтобы каждая цифра

встречается 10 раз.
а) Можно ли это сделать так.

чтобы в каждой строке и каж-

каждом столбце встречалось не

более 4 различных цифр?
б)* Докажите, что найдется

строка или столбец, в котором

встречается не менее 4 различ-

различных цифр.

II II ¦ I

i i i i i !
1 ' _'_U

i

I

0

7

4

н

9

1,

?

9

S

3

4

в

7

4

димо и достаточно, чтобы никакие два из этих ра-

радиусов ОМ, и ОМ, не совпали, то есть суммарный
угол ф,/ от ОМ,- до ОМ( (отсчитываемый при враще-
вращении радиуса) не был кратен 360°=s<t«, где

Угол от ОМ„ до ОМ, равен a i] +2+ — ¦?'])=
= <*./0+D/2, поэтому угол «f, от ОМ, до ОМ„

где 0^/<;'^п — 1, равен

•I,-, = а а.

то есть радиусы М и М, совпадают, если и только

если q,,/««=(; — i)(j+ i-{-l)/2n — целое число.

Докажем отдельно а) достаточность и б) необ-
необходимость условия п = 2* для того, чтобы

(} — ')U + ' + l) не делилось на 2и ни при каких

а) Еслил = 2*, то, поскольку j — i и j-\-i — 1 —

числа разной четности, j — i<Ln= 2t: и }-\-i — \<L

<2*+|. произведение {j — i){j-\-i — 1) не делится

на 2* [
= 2п.

б) Пустьп — не степень двойки: п = 2" 'Bq +11,
где m и Q

— натуральные числа. Предъявим i и ;',
при которых (j — i)(i-{-j — l) делится на 2п =

= 2"{2q-\-l). Если 2'" "'><?, полагаем

. '̂= 2' '-<г^
полагаем

то есть

Если 2

_2 '>0.
/J. /J. Uроимо.юв

Ответ на вопрос а) положительный. Два примера
изображены на рисунках: соответствующие разби-
разбиения квадрата 10x10 на 10 частей по 10 клеток

в каждой, занумерованных цифрами 0, 1, 2, .... 9,
удовлетворяют условию задачи а). Эти примеры
интересны тем, что если мысленно склеить верх-

верхнюю сторону квадрата с нижней, а левую
— с пра-

правой, то все 10 областей, занятых цифрами 0, 1,..., 9,
окажутся одинаковыми — они получаются друг из

друга параллельными переносами (на рисунке ку-
кусочки областей, примыкающие снаружи к границе

исходного квадрата 10X10, показаны пунктиром),
б) Пусть цифра k (А = 0, 1, 2...., 8 или 9) встреча-

встречается в Qn столбцах и г>1 строках. Если нредполо
жить, что в каждом столбце встречается не бо-

более 3 разных цифр, то число разных пар (цифра к;
номер столбца, где встречается h) будет не более 30,
поэтому <?o + <7i + — + <7\-. ^30. Аналогично, если

в каждой строке не более 3 разных цифр, то

Ло + Г1 "+••¦• + г9^30. С другой стороны, поскольку
каждая цифра стоит в 1С клетках, то qkrb^\.O
и поэтому qk+rk>2\/~q~)rk>6, так что (<?о+го)+— +
+(99+лэ)^^ " 10=70. Полученное противоречие

показывает, что в некотором столбце или в неко-

некоторой строке должно быть не менее 4 разных

цифр. Аналогично можно доказать, что если клет-
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Л1940*. а) Квадрат разбит на

прямоугольники. Назовем

щепочкой» такое множество

этих прямоугольников, что их

проекции на одну из сторон

квадрата целиком покрывают

эту сторону без перекрытий.

Докажите, что любые два пря-

прямоугольника входят в некото-

некоторую цепочку.

б) Докажитеаналогичное ут-

утверждение для куба, разбито-
разбитого на прямоугольные паралле-
параллелепипеды (в определении це-
цепочки сторону квадрата нуж-
нужно заменить на ребро куба).
в) Верноли, что любые два

параллелепипеда в разбиении
куба принадлежат одному
вслою* — множеству парал-

параллелепипедов, проекции кото-

которых на некоторую грань за-

заполняют ее целиком, не нале-

налегая друг на друга?

тН
з

1
1 -4

и

Рис. 1.

ки таблицы NxN раскрашены в N цветов так,,
что клеток каждого цвета ровно N, и N>(n — lf,
то найдется строка или столбец, в котором есть

клетки п разных цветов (в нашей задаче было

N=10, л = 4).
Предлагаем читателям доказать, что эта оценка

точная, и подумать над возможными обобщения-
обобщениями этой задачи (например, для прямоугольных

таблиц, на трехмерный случай).
II. И. Константинов.
Л. Д. Куряяндчик

"¦

Будем называть прямоугольники (в пункте б) —

параллелепипеды), на которые разбит квадрат
(куб), «кирпичами», а сам квадрат (соответственно,
кУб) — «домом». Удобно считать, что «дом» —

произвольный прямоугольник (прямоугольный
параллелепипед).
Оба утверждения а) и б) можно доказывать при-

примерно одинаково
— индукцией по числу и кирпи-

кирпичей, составляющих дом. Мы подробно изложим

доказательство а), а затем укажем дополнитель-

дополнительные соображения, которые нужны в пункте б).

Для га<12 кирпичей утверждение очевидно.

Предположим, что для числа кирпичей, меньше-

меньшего п, оно доказано. Пусть « и р — два из п кирпи-

кирпичей, составляющих дом, которые мы хотим соеди-

соединить цепочкой. Будем говорить, что цепочка идет

«вдоль стороны о», если проекция составляющих

ее кирпичей на а покрывают а в один слой. Заме-

Заметим, что достаточно построить часть цепочки меж-

между м и р, идущей вдоль а (указать кирпичи, проек-

проекции которых на а заполняют в один слой отрезок

между проекциями кирпичей и и |5), — после этого

ее легко дополнить до целой цепочки: для этого

достаточно дойти от о "и fi по направлению а до

перпендикулярных к а сторон и включить в цепоч-

цепочку встретившиеся при этом кирпичи (рис. 1).
Случай, когда кирпичи а и р" можно пересечь

одной прямой, параллельной стороне дома, очеви-

очевиден: все кирпичи, пересекаемые такой прямой,
образуют нужную цепочку. Поэтому можно счи-

считать, что для каждой стороны дома найдется пря-
прямая, разделяющая кирпичи и и р\ В этом случае

найдется вершина кирпича и, ближайшая к (i, —

обозначим ее А. Среди примыкающих к ней кирпи-

кирпичей найдется, кроме а, еще по крайней мере один

кирпич у, для которого А служит вершиной и

который примыкает к ft по стороне. Он отделен
от а некоторой прямой / (идущей по сто-

сторонам и и y» рис. 2).
Разрезав дом вместе с кирпичами этой прямой /,

мы получим содержащий кирпичи у и |J>, но мень-

меньший исходного (по числу кирпичей) дом. В нем,
по предположению индукции, можно соединить

V и р цепочкой; нас интересует ее часть у, ft,,
о., Л,р от у до р. Если она идет вдоль направле-

направления /, то можно заменить в ней у на и, и нужная

нам часть цепочки от а до р готова: а, й,.
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Ф948. Известно, что в неболь-

небольшой *просвет» между маши-

машинами, стоящими у тротуара,

рекомендуется заезжать зад*

ним ходом, а не передним.
Почему?

о2,.... 6, р (мы пользуемся здесь тем, что А — бли-
ближайшая K'fi вершина «, рис. 2, а). Если же цепочка

Y, б,, 62,..., 6, р идет в перпендикулярном / направ-

направлении, то к ней можно просто добавить а (рис. 2, б).
Перейдем к решению б). Здесь случай, когда

кирпичи и и р можно пересечь плоскостью, парал-

параллельной грани дома, сводится к пункту а). Остает-
Остается случай, когда а и р разделены тремя плоско-

плоскостями, параллельными разным граням дома. Через
ближайшую к р вершину А кирпича а проходят

три плоскости его граней. Они делят простран-

пространство на 8 октантов, и каждый из примыкающих
к А кирпичей занимает один, два или четыре

из них (в окрестности А). Поскольку число

8—1 = 7 нечетно, среди них найдется, кроме и,
еще один кирпич у, для которого А служит верши-

вершиной (занимающий один октант) и который отделен

от о некоторой плоскостью р.

Дальше рассуждение проводится так же, как

в пункте а): плоскость отрезает меньший дом»

содержащий у и р; остается рассмотреть два слу-

случая — когда существующая по предположению

индукции цепочка от у до р идет в направлении,

параллельном плоскости р или перпендикуляр-

перпендикулярном ей.

в) Это утверждение, вообще говоря, неверно.
Простой пример — куб 2X2X2, составленный
из двух кубиков 1x1x1, примыкающих к проти-

противоположным вершинам куба, и трех параллелепи-

параллелепипедов 2X1X1 (рис. 3). Легко видеть, что кубики
здесь не принадлежат одному слою.

Аналогичный пример дома 3x3x3 из трех ку-

кубиков 1x1X1, расположенных по диагонали, и

шести кирпичей 2x2x1 легко представят себе вла-

владельцы «кубика Рубика».
Н. Б. Васильев.
А. И. Гольберг

Пусть машина заехала в небольшой просвет между

двумя стоящими у тротуара машинами (см. рису-
рисунок). Поставим вопрос так: как легче машине те-

теперь выехать — передним или задним ходом?
При повороте руля сразу поворачиваются перед-

передние колеса, а задние сначала сохраняют прежнюю

ориентацию; так что при любом маневрировании

машины центр окружности, по которой она в дан-

данный момент движется (вперед или назад), всегда/
лежит на прямой, проходящей через центр зад-
задних колес.
На рисунке показана траектория, по которой

машина может выехать из просвета. Видно, что

при выезде задним ходом она скорее заденет со-

соседнюю машину, чем при выезде передним ходом.

Легко понять, что выезд машины — это обра-
обращенный во времени въезд. Следовательно, заез-

заезжать в небольшой просвет между машинами сле-

следует задним ходом.

С. С. Кротов,

Г. Я. Мякишев
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Ф949. Одинаковы ли показа-

показания термометров, один из ко-

которых помещен у поверхности

кипящей жидкости, а дру-
другой — в ее глубине?

Ф950 В запаянной капилляр-
капиллярной трубке находятся два

столбика ртути,. разделенные
капелькой водного раствора

электролита Hgl2. Внутрен-
Внутренний диаметр трубки, d =

¦* 0.3 мм. Трубка подключена
последовательно с резистором

с сопротивлением R 390 кОм

к батарее с ЭДС Г =10 В (см.
рисунок). Через какое время

капелька сместится на одно

деление шкалы?

/см

п

Чтобы образовавшийся в жидкости при кипении

пузырек, наполненный насыщенным ларом, не

схлопнулся, давление внутри пузырька должно

быть равно внешнему давлению, то есть давлению

окружающей пузырек жидкости. Если пузырек
находится в глубине жидкости и высота столба

жидкости над ним равна Л, то внешнее давление

равно

где р0
— давление над поверхностью жидкости.

Следовательно, чем глубже находится пузырек,
тем большим должно быть давление р„ насыщен-
насыщенного пара в пузырьке, чтобы он не схлопывался.

Но большему значению давления рн соответствует

более высокая температура. Значит, существова-
существование пузырьков в глубине кипящей жидкости воз-

возможно при более высокой температуре, чем вблизи

поверхности.

Оценим, насколько отличается температура Т/,
на глубине Л = 0,5 м от температуры То на поверх-

поверхности кипящей воды. Дополнительное давление

на этой глубине Ap=y#/i=«5-103--Па. Считая, что

над поверхностью воды давление равно нормаль-
нормальному атмосферному, то есть ро

= 1,033 -105 Па,
из таблицы зависимости давления насыщенного

пара от температуры находим, на сколько темпе-

температура водяного пара должна быть выше 100 'С,
чтобы давление его было больше р0 на 5-Ю3 Па:
VT1 °С

Т. С. Петрова

Протекание электрического тока в электролите свя-

связано с переносом массы. В данном случае на катоде

происходит восстановление металлической ртути
из раствора электролита, а на аноде

— окисление

ртути, то есть переход ее в раствор электролита.

В соответствии с законом электролиза Фарадея
масса ртути, которая выделится на катоде за вре-

время, t, равна

.

—
— — It

где F = 9,65-104 Кл/моль — число Фарадея, М=
= 0,201 кг/моль — молярная масса ртути,
п = 2 — валентность рути, / — протекающий ток.

Этот ток практически определяется сопротивле-

сопротивлением R, так как по сравнению с ним сопротивле-

сопротивление металлической ртути и электролита и внутрен-

внутреннее сопротивление источника ничтожно малы.

Поэтому I="g/R, и

т=тш1- A)
Выделение ртути на катоде и растворение ее на

аноде приводит к смещению капельки электроли-
электролита в сторону анода на расстояние / такое, что

B)

где у=13,6-103 кг/м3 — плотность ртути.
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Ф951. Определить емкость си-

системы конденсаторов, приве-

приведенной на рисунке. У каждо-

каждого конденсатора указано зна-

значение его емкости, измеренной
в микрофарадах.

/2

d И f В

Из A) и B) находим время, за которое капелька

электролита сместится на расстояние /:

•

—

*dFn

~~4М

Подставив значения, приведенные в условии,
и /=1 см, получим ( = 100 ч.

Подобные ртутные часы нашли применение в

электронной технике в качестве малогабаритных
времязадающих устройств, счетчиков времени на-

наработки. Их используют также для измерения

заряда
— построения кулонметров.

15. Н. Юносов,
И. В. Яминский

Представить исходную схему как систему парал-
параллельно и последовательно соединенных конденса-

конденсаторов не удается. В таких случаях необходимо,
как говорят, упростить схему. Напомним, что под
этим подразумевают.
Обычно, исходя из соображений геометрической

или физической симметрии, какие-то узлы схемы

разъединяют или, наоборот, соединяют, какие-то

конденсаторы удаляют и т. п., добиваясь того, что-

чтобы новая схема из последовательно и параллельно

соединенных конденсаторов была эквивалентна

исходной, то есть чтобы при подаче на исходную
и преобразованную схемы одинаковых напряже-

напряжений схемы заряжались одинаково,
— в этом случае

емкости схем одинаковы, и рассчитывают емкость

именно преобразованной схемы.

В основе применения описанного выше метода
лежит теорема единственности, суть которой в на-

нашем случае сводится к следующему. Если на схему

подать некоторое напряжение, то напряжения
(и, соответственно, заряды) на всех конденсаторах

примут единственно возможные значения. Приве-
Приведем не очень строгое доказательство этой теоремы

методом от^ противного.
Предположим, что существуют две возможности

зарядам «рассесться» на конденсаторах схемы при

подаче на нее напряжения Uo. Это означает, что

по крайней мере на одном из конденсаторов, на-

например, с емкостью Со, заряды в первом и во втором

случаях будут разные. Подадим на схему включен-

включенные навстречу источники напряжения Uo и —Uo
(то есть суммарное напряжение, поданное на схе-

схему, равно нулю). Вследствие принципа суперпози-
суперпозиции схема независимым образом «отреагирует» на

напряжения Uo и —UQ; в первом случае на конден-

конденсаторе Со окажется заряд qu, а в ответ на напря-

напряжение —С/о конденсатор зарядится зарядом <7о
с противоположной полярностью, причем

I <?п + Qi> I Ф 0. Таким образом, на схему было подано

нулевое напряжение, работа внешних источников

была равна нулю, а на конденсаторе Со оказался

запас электрической энергии ¦

"

9
-*=0. Противо-

Противоречие.
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Ф952. Наблюдатель рассмат-

рассматривает удаленный предмет и

фотографию этого предмета,
сделанную из той точки, в ко-

которой находится наблюда-
наблюдатель. Что ему кажется боль-
большим — предмет или его фо-
фотографическое изображение?
Во сколько раз? Фотография
была сделана аппаратом, объ-
объектив которого имеет фокус-
фокусное расстояние Р = 3 см; при
печатании снимка было сдела-
сделано увеличение k=2.5.

Обратимся теперь к нашей схеме. Пропорци-
Пропорциональность значений емкостей горизонтальных

участков схемы наталкивает на следующую страте-

стратегию — упрощение схемы путем удаления кон-

конденсаторов между парами точек: с и d, е и /. f к я.

Действительно, если удалить конденсаторы и по-

подать на упрощенную схему некоторое напряже-

напряжение, то потенциалы соответствующих точек будут
одинаковыми: <JV=<j>d, 4»<=ф/=ф„ (покажите это

самостоятельно!). Вернем на место удаленные кон-

конденсаторы. Перераспределения зарядов на других

конденсаторах схемы вследствие теоремы един-
единственности не произойдет. Поэтому емкости исход-

исходной и преобразованной схем будут одинаковы.

Емкость преобразованной схемы равна

А. И. Буздин
С. С. Кротов

Размер изображения предмета на сетчатке глаза

прямо пропорционален tg ц, где <f
— угол зрения

для данного предмета. Поэтому видимое увеличе-

увеличение при рассматривании предмета на фотографии
равно

Г=

где (р,
—

угол зрения, под которым виден предмет
на фотографии, q

— угол зрения при непосред-
непосредственном рассматривании предмета. Если I — раз-

размер предмета на снимке, a D — расстояние, с кото-

которого рассматривается снимок, то tg <p, =1/1). Най-

Найдем I.

При фотографировании удаленных предметов

резкое изображение получается в фокальной плос-

плоскости. Поэтому расстояние от объектива до фото-
фотопленки в этом случае должно быть равно фокус-
фокусному расстоянию F. Размер изображения на фото-
фотопленке равен /,=sFtgfj. После печатания размер
изображения на фотографии станет равным

tgl

Таким образом,

¦•-?
При нормальном зрении D не меньше 25 см. Под-
Подставив для оценки D= 25 см, получим Г = 0,3 —

при рассматривании фотографии предмет кажется

примерно в 3 раза меньшим, чем при непосредст-
непосредственном наблюдении.

И. С. Рыбин
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Список читателей, приславших
правильные решения

Большинство читателей, приславших решения
задач М911—М925; Ф923—Ф937 справились
с задачами М911, М912 М914, М916, М917,
М918 Ф924, Ф930. Ф933 и Ф934 Ниже
мы публикуем фамилии тех, кто прислал

правильные решения остальных задач (цифры
после фамилии — последние цифры номеров

решенных задач).

Математика

Р. Агаширипов (с. Хурай Аз. ССР) 13;
А. Аксенов (Великие Луки) 13, 15; М. Алек-

Александров (Москва) 15, 19, 20, 22, 23: Р. Алек-

Алексеев (Магнитогорск) 13, 15; А. Алиев (с. Ка-

Кара кая Аз. ССР) 19; М. Альт (Одесса) 13,

19—21; А. Аругюнян (с. Мерения Гр. ССР)

13, 15, 20; С Аршава (Северодонецк) 13;

А. Асташкевич (Томск) 13, 15, 22-26; Е. Бала

нова (Рига) 19; А. Барабанов (Киев) 13;
А. Баран (Киев) 23, Н. Безденежных (Ниж-
(Нижний Тагил) 13, 15; Р. Безрукавников (Калуга)

20; А. Белопольский /Киев) 19, 22, 23;
А. Бендерский (п. Черноголовка Московской

обл.) 22; В. Берездивин (Донецк) 13, 15;

И. Биндер (Ленинград) 19, 24, 25; Е Богомол

(Алма-Ата) 15; М. Бойко (Киев) 19; В Быков

(Киев) 20; И. Вайнштейн (Калинин) 15, 19,

20 Р. Валиев (Фрунзе) 13; Я. Варшавский

(Харьков) 13. 15, 19, 20, 23, 24; В. Васильев

(Воткинск) 19; Т. Васильева (Ленинград) 12,

13, 15; М. Векслер ^Ленинград) 24; И Верный

(Киев) 19; Р. Видгоп ("Баку) 13; С. Волков

(Нижний Тагил) 19; В: Ворошило (Львов)

13; Г. Габибзаде (с. Ленинкенд Аз. ССР)
15; Т. Газарян (Ереван) 13, 15, 19, 20; Д. Га-

Гамарник (Тбилиси) 13,- 15, 19, 20; А. Гамаюнов

(Полтава) 13; Т. Гамбарян (Баку) 13; Г. Гевон-

дян (с. Меликгюх Арм. ССР) 13,15; О. Гендель-

ман (Харьков) 13, 19; Я. Гендлер (Ташкент)
13. 19. 21—23, 25; О. Геупель (Дрезден, ГДР)
21; М. Годин (Ленинград) 19; В Годлевский
(Киев) 13, 19; Р. Гой (Львов) 23; Г. Горбатенко

(Арзамас) 13, 22; А. Гороховский (Киев)
13. 19, 21—23; Ю. Грабовский (Киев) 13;

Д. Гребнева (Алма-Ата) 15; Н. Григорьева

(Андропов) 13. 20, 22, 23, 25; А. Григорян

(Ереван) 13, 15, 20; А. Давтян (Ереван) 13,
15, 20; Ю. Дейкало (Киев) 19; А. Дементьев
(Нальчик) 19; М. Добрицын (Москва) 13, 15,

19—25; А. Донченко (Киев) 13; В Душацкий
(Киев) 19; А. Дынников (Жуковский) 13,15,19,
20. 22—24; И Дынников (Жуковский) 13. 15,
19—25; В. Жданов (Москва) 19; В. Журавлев
(Гайворон) 13, 15, 20, 21; П. Задорожный
(Киев) 13; Р. Зайнуллин (Белорецк) 19;
Д. Зайцев (Киев) 13, 19, 22, 23; А. Заполь-

скип (Москва) 23; А. Захаров (Гатчина) 19;

Я. Захарова (Алма-Ата) 15; К Зварич

(Хмельницкий) 19; А. Иванов (Первомайск
Николаевской обл.) 13, 15, 19, 20. 22—24;
С. Иванов (Севастополь) 19; М. Игнатьев

^Саратов) 13, 19, 22; С. Исмаилое (Баку)

19, 23; А. Кадач (Усть-Каменогорск) 19;

А. Калыбаева(Алма-Ата) 15; В. и И. Капович

(Хабаровск) 13, 15, 19. 20; ?А. Каринский

(Невинномысск) 15, А. Карнаухов (Устинов) 13;
О Кирнасовский (Винница) 13, 19; А. Киселев

(Ленинград) 12, 13, 19. 20, 22; И. Кича (Киев)
19; П. Кларк (Тула) 19; Д. Клионский (Ленин-
(Ленинград) 19; А. Кояинскип (Гайворон) 13, 15, 20,
21; И. Козуля (Жуковский) 13, 19; Ю. Конд-
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ратенко (Киев) 19; А. Кононенко (Киев)
19—21. 23; Н. Маныч Э. Корчали (Баку)
13; А. Красота (Киев) 19; Б. Кругликов
(Харьков) 13, 19, 21; Н. Крылов (Ленин-
(Ленинград) 13, 19; О. Крылов (п. Эльдикан ЯАССР)
15, 24; М. Куке (Львов) 13, 19; А. Кулиев
(Баку) 13; М. Куринпоп (Харьков) 13. 15, 19,
21—24; М Курнев (п. Грибановский Воронеж-
Воронежской обл.) 13; Е. Курская (Алма-Ата) 15;
С. Путейцев (Конаково) 19; А. Кухарский
(Киев) 13, 19, 20; А. Кучерявый (Запорожье)
19; Н. Кушлевич (Москва) 13,15,19, 20. 22. 24;
С. Кярис (Молетай) 13, 15. 19; С. Лакатош,
(Москва) 19; И. Ларцев (Донецк) 13. 15. 19;
Л. Леняшин (Ленинград) 13, 15, 19; О. Ли-
мешко (Куйбышев) 13, 19, 23; Л. Лиознов

(Москва) 19; А. Литеак (Ленинград) 13, 19;
М. Литвинов (Киев) 13, 15. 21, 23; А. Лобков-
ский (п. Черноголовка Московской обл.) 13; М. Ма-
Макаров (Севастополь) 20; Н. Манычкин (Москва)

19; Ю Махлин (Москва) 19; Мачарадзе

(Тбилиси) 13; Н. Мельник (Гайсин) 19, В. Мень-
ков (Мончегорск) 13, 15; Б. Меркулов (Куйбы-
(Куйбышев) 13,15; В. Мехрабов (Баку) 13, 15; И. Мех-
рабов (Баку) 13, 15; 3. Мехтиев (с. Челикар
ДАССР) 13; А. Минасян (Ереван) 15; Т. Мисир-
пашаев (Москва) 19; Г. Михалкин (Ленинград)
13, 19, 22, 23; Е Мокшин (Магнитогорск)
15; М. Мунькин (Алма-Ата) 15; Д. Муралашви-
ли (Тбилиси) 13, 15, 19, 20; С. Мушинский
(Новосибирск) 19; А. Нагорный (Слуцк) 15;
С. Настенко (Киев) 13; О. Никифоргин (Ивано-
Франковск) 25; О. Ниц (Одесса) 13, 19, 21;
A. Новичков(Жуковский) 13, 15. 18—20, 23;
О. Овецкая (Донецк) 13, 15, 19; Е. Орынбаса
ров (Алма-Ата) 15; А. Осолодкин (Петроза-
(Петрозаводск) 13; В. Парьев (п. Красногвардейское
Белгородской обл.) 19; Д. Пастур (Харьков)
13, 15, 19, 20; О. Пашко (Ангарск) 19; И. Па-
чин (Алма-Ата) 15; Я. Печатников (Ленинград)
13, 15,19; М. Пивень (Коростень) 13; С. Пиуни
хин (Москва) 13, 19; В. Плотников (Курск)
19; С. Полинов (Магнитогорск) 13, 15;
М. Померанцев (Черкассы) 13, 19—21, 23;
B. Попеня(Алка-Ата) 15; И. Портной (Одесса)
21, 23; А. Пришляк (Киев) 13, 19, 23. 25;
А. Радаев (Алма-Ата) 15; Т. Радько (Кор-
сунь-Шевченковский) 13,15,19—23, 25; Е. Рас-

тигеев (Барнаул) 19, 22, 23; В. Ратнюк
(Евпатория) 13, 18, 19; М. Рзаее (Баку) 13;
М. Ровинский (Москва) 19; А. Розанов (Киев)

19; Д. Розман (Севастополь) 13; А. Ройтер-
штейи (Ленинград) 13, 19; К. Ромец (Киев)
19; С. Рубан (Днепропетровск) 15, 19; А. Рыв-

чин (Киев) 19; М. Рябов (Первомайск Горь-
ковской обл.) 19; Д. Садыгов (с. Гаравелли
Аз. ССР) 19; В. Сакбаев (Алма-Ата) 23;
И. Самовол (Гайворон) 15, 20, 21. 23; Б. Са-
Самойлов (Киев) 19; М Сапожников (Ленинград)

13; Ю. Свирид (Минск) 19; Р. Сефибекое
(с. Кашкеит ДАССР) 13; С. Сефибеков (с. Каш-
кент ДАССР) 13. 15; Р. Сибилев (Ленин-
(Ленинград) 13, 19, 22; И. Симоненко (Великие
Лук») 13. 15, 19, 21—24; А. Смирнов (Алма-
Ата) 23; М Соколова (Ленинград) 13, 15;
К. Стыркас (п. Черноголовка Московской обл.)
13, 15. 19, 21, 22; В. Судаков (Тбили-
(Тбилиси) 13, 15, 19, 23; Р. Сулейманов (Алма-
Ата) 15; Д. Тамаркин (Горький) 13, 15, 20. 22,
24, 25; Б. Те (Алма-Ата) 15; К. Тищенко
(Минск) 13; Ю Томилов (Винница 13;
Г. Топровер (Волгоград) 19; Д. Туляков (Жда-
(Жданов) 15, 19. 20, 22; ДО. Тышко (Ленинград)

(Продолжение см. на с. 51/
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Наша обложка

Решение задачи о сфере,
касающейся
боковых ребер пирамиды

Решение задачи с 4-й страницы обложки

прошлого номера «Кванта» мы начнем с обосно-
обоснования двух свойств рассматриваемой конфигу-
конфигурации:

1) центрZ сферы лежит на высоте пи-

пирамиды;

2) любаяплоскость «, проходящая через

вершину S и касающаяся сферы, пересекает
плоскость прямоугольника ABCD по касатель-

касательной / к описанной около него окружности.

Очевидно, что боковые ребра пирамиды рав-
равны между собой. Поскольку и расстояния от

вершины пирамиды до точек А', В\ С, D' ка-

касания боковых ребер со сферой также равны

между собой, четырехугольник A'B'C'D' гомо-

гомотетичен ABCD (см. чертеж на обложке) с цент-

центром S и коэффициентом гомотетии \SA |: \SA |.
Прямая / при этой гомотетии перейдет в пря-

прямую /' пересечения плоскостей « и А'В'С,

а описанная окружность прямоугольника
ABCD — в описанную окружность прямо-

прямоугольника A'B'C'D1, то есть в окружность ю,

по которой плоскость А'В'С пересекается со

сферой. Таким образом, достаточно доказать,

что прямая SZ перпендикулярна плоскости

А'В'С {{A'B'OUABC)) и что прямая /' ка-

касается окружности «>. Для доказательства за-

заметим, что точки А', В', С. D', а также точка

К' касания плоскости и с данной сферой лежат

на одинаковом расстоянии от S, то есть на

другой сфере — с центром S и радиусом J.SA|.
Но пересечение этих двух сфер есть окруж-
окружность, лежащая в плоскости, перпендикуляр-
перпендикулярной их линии центров. Ясно, что эта окруж-
окружность и есть наша окружность «о. Следовательно,

[SZ)± {А'В'С). Кроме того, поскольку плос-

плоскость а имеет единственную общую точку
с данной сферой

—

точку К', прямая V имеет

единственную общую точку К' с окружностью

со, то есть касается ее, что и требовалось дока-
доказать. Подчеркнем, что рассуждения, подобные

проведенным нами, доказывающие порой почти

очевидные, но необходимые в решении факты,
являются неотъемлемой частью решений боль-

большинства стереометрических задач на вычисле-

вычисление и часто вызывают более серьезные за-

затруднения, чем сами вычисления. Поэтому мы

К

Рис. 26.

уделили им здесь основное внимание-, а вы-
вычисления приведем без подробностей.
Из утверждения 1) следует, что плоскость

SAC пересекает сферу по окружности ра-

радиуса R, вписанной в &SAC (рис. 1). Положим

SCA=p. |SO|=/j, \OC\=a,

тогда, поскольку угол между диагоналями

прямоугольника ABCD равен 60° (|ЛС|=
=2\АВ\), объем V пирамиды равен

V= J- Ла! sin 60'=~h3 ctg p,

но Л=3*+Я/сс*р (см. рис. 1), a cos f*=
— \ОС |: \SC | = \DC |: \SC | =2 cos u. Подстав-
Подставляя эти выражения в формулу для объема

и выполняя несложные преобразования, полу-
получим ответ к первой части задачи:

у_
A+2 сова)' • Я*

2V3~cos аA —2 cos а)

Переходя ко второй части задачи, мы мо-

можем забыть о «стереометрическом происхож-

происхождении» прямой 1—{PQ) (благодаря утвержде-
утверждению 2)) и проводить все рассуждения в плос;
кости ЛВС (рис. 2).

В случае а) треугольник POQ — равно-
равнобедренный с углом при основании 30° (рис. 2а),

поэтому |ОЯ|=2|<Ж|=2|ОВ|, а значит, от-

ответ на вопрос а) —

В случае б) (рис. 2 б) обозначим через <|
угол OQP: тогда

—60°—<р, sin cf= \ОК |: \OQ | —
|ОС|:(|ОС|+6|ОС|)=1/7, \ОК\:\ОР\ =

=SinF0°—<j}= ~- cosv —sin <f=
—

14

Рис. I.

Отсюда получаем ответ па вопрос б):

\ВР\
_ \OP\-\QB\

_

1/|ОР| \_
\BD\ 2\OB\ "~2^\ОК\

'

J. • 3
~

2
'

П

3

:22'
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IV. Как изготавливают

транзисторы в интегральных схемах

Доктор физико-математических наук М. Е. ЛЕВИНШТЕИН.
кандидат физико-математических наук Г. С. СИМИН

В прошлых номерах журнала мы рассказали о принципах

работы транзисторов. Сегодня речь пойдет о том, каким

образом изготавливают современные транзисторы.

В технологии изготовления полевых и биполярных тран-
транзисторов так много общего, что достаточно рассмотреть ее

на примере только биполярного транзистора, устройство
которого несколько сложнее.

На рисунке 1 показана конструкция биполярного тран-
транзистора — элемента интегральной схемы (ИС), используемой
в ЭВМ. Эта конструкция так сильно отличается от показан-

показанного на рисунке 2 схематического изображения транзистора,
обсуждавшегося в предыдущей статье, что на первый взгляд

трудно поверить, что это один и тот же прибор. Тем не менее,

вглядевшись внимательно, нетрудно увидеть на рисунке 1 то

же чередование п—р~и-областей, что и на рисунке 2.

Конструкция, показанная на рисунке 1. называется пленар-

пленарной, то есть плоской (от английского слова plane — плоский):
все операции по изготовлению такого транзистора произво-

производятся с одной стороны кремниевой (или арсенид галлиевой)
плоской пластины. Пленарная технология при изготовлении

интегральной схемы является единственно возможной. Во-пер-
Во-первых, поскольку при изготовлении ИС на одной пластине раз-

размещаются десятки и сотни тысяч транзисторов размером в

несколько микрон, точно совместить отдельные элементы каж-

каждого транзистора с двух сторон пластины было бы невозможно.

Во-вторых, планерная технология позволяет использовать

сравнительно толстые (толщиной сто и более микрон)
пластины полупроводника. Такие пластины обладают доста-

достаточной механической прочностью и удобны в работе. При
двусторонней технологии понадобились бы пластины толщи-

толщиной в доли микрона. Работать с пластинами такой толщины

практически нельзя.

Существует довольно много способов изготовления ИС. Одна

из широко распространенных технологий, по которой создают-

создаются кремниевые ВТ, в упрощенном виде показана на рисунке 3.

1. Поверхность кремниевой пластины окисляется. На ней

образуется слой двуокиси кремния SiO2. Затем поверх окисла

наносится тонкий слой светочувствительного полимера — фо-
фоторезиста. Фоторезист обладает способностью изменять свои

химические свойства под действием света.

К покрытой фоторезистом полупроводниковой пластике

прижимается стеклянная пластинка с нанесенным на ней

рисунком, составленным из прозрачных и непрозрачных участ-

участков,
— фотошаблон. После этого фоторезист освещается через

фотошаблон, и те участки фоторезиста, на которые попадает

свет, приобретают способность растворяться в определенных

травителях. Эта операция называется фотолитографией. Она —

одна из самых важных в процессе изготовления всех ИС.

Когда пластина с засвеченным фоторезистом погружается
в травнтель, происходит растворение участков фоторезиста,
на которые попадал свет, а также находящихся под ними

участков двуокиси кремния. На полупроводниковой пластине

в этих местах открываются области чистой поверхности крем-

кремния — «окна». Затем в другом травитсле, растворяющем не-

засвеченный фоторезист, ио не растворяющем SiO2, удаляется
оставшийся фоторезист. В результате поверхность пластины

представляет собой сочетание «окон» с участками, защи-

защищенными слоем прочной, устойчивой к высокой температуре

двуокиси кремния
— «маской».

0) УТЛ ТТЛ ТТЛ

о) 1

I

1 1
У*

р \
1

Щ

п

70

50

Рис. I. Планарный биполяр-
биполярный транзистор — элемент ИС

на БТ.

а) Транзисторв разрезе.

б) Видна транзисторную стру-

структуру сверху.

Приведены типичные разме-

размеры транзистора в мкм; толщи-

толщина базы W=^0,5 мкм.

дмнттср база коллектор

Рис. 2. Схематическое изоб-

изображение биполярного транзи-
транзистора.
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Современные биполярные

транзисторы

Верхний ряд — мощные тран-

транзисторы, выдерживающие на-

напряжение между коллектором
и базой ~1000 В и способные

пропускать токи в десятки ам-

ампер.

Средний ряд — мощные тран-

транзисторы, предназначенные
для усиления и генерации

сверхвысокочастотных (СВЧ)
колебаний. Современные СВЧ
транзисторы способны рабо-
работать на частотах до несколь-

нескольких десятков гигагерц
П ГГц=*10<> Гц).
Нижний ряд — приборы в

пластмассовых корпусах. Их

появление привело к резкому

удешевлению транзисторов.

Подлинную революцию в раз-
развитии ЭВМ произвело появле-
появление интегральных схем (ИС).

Внизу справа показана ИС в

корпусе. Основа прибора —

кремниевая пластина разме-
размером 2X3 мм (в центре). На

такой пластине размещается
до 10" БТ-

Ф
i

n
P 1
n

4

Y/A X//X

|LhJp
n

X//X

5

Рис. 3. Этапы изготовления

биполярного транзистора.

2. Теперьв пластину при высокой температуре с помощью
процесса диффузии вводят атомы мышьяка (As) или сурьмы

(Sb). образующих в Si донорную примесь. Там, где поверхность
пластины защищена маской SiOs, атомы примеси не достигают

кремния. Таким образом, донорная примесь попадает в кремний
только в окнах.

Так одновременно создаются коллекторные области прово-

проводимости л-тнпа всех БТ, входящих в ИС.

3. МаскаS1O? удаляется путем химического травления и

создается новая маска с окнами, соответствующими располо-
расположению базовых областей транзистора. Через эти окна прово-
проводится диффузия бора (В), являющегося акцептором. Концен-
Концентрация акцепторов берется больше, чем концентрация доноров,
так что те области полупроводника, куда попадает бор, будут
областями р-тнпа. Происходит, как говорят, перекомпенсация.
Акцепторная примесь (В) перекомпененрует донорную.

4. Сновааналогичным методом создаются окна в SiO^-маске
и диффузией донорной примеси формируются эмиттерные
л-области. При этом также используется метод перекомпен-
сацни имевшейся здесь акцепторной примеси.

5. Наповерхности полученной л—р—п-структуры форми-
формируются контакты из алюминия. Для этого пластина покры-
покрывается тонкой алюминиевой пленкой толщиной в несколько

десятых долей микрона. Затем производится фотолитография
с использованием фотошаблона, на котором контактные об-

области и необходимые соединения сделаны непрозрачными.
Далее участки засвеченного фоторезиста н находящейся под
ним пленки алюминия растворяют в травнтелях. Полученные
таким образом алюминиевые проводники служат элементами,

осуществляющими необходимые электрические соединения

в ИС.

В больших интегральных схемах (БИС) на каждой пласти-
пластине расположены десятки тысяч одинаковых транзисторов.
В сверхбольших интегральных схемах (СБИС) — сотни тысяч

и даже миллионы. И все технологические операции при

изготовлении всех транзисторов ИС производятся одновремен-

одновременно. Пластина целиком покрывается окислом. Затем сразу во всех

тех местах, куда нужно ввести примесь, в окисле вскрываются

окна (то есть сразу изготавливается, например, миллион кол-

коллекторов) и так далее. Именно благодаря этой интегрально-
групповой технологии все транзисторы имеют одинаковые па-

параметры, а вся ИС стоит лишь немного дороже одного тран-
транзистора.
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Практикум абитуриента

Интерференция
света

Кандидат физико-математических наук
Е. И. БУТИКОВ

Волновые свойства света наиболее

отчетливо обнаруживают себя в явле-

явлениях интерференции и дифракции.
Эти явления характерны для волн

любой природы. Они сравнительно
легко наблюдаются на опыте, напри-

например, для звуковых волн или волн на

поверхности воды, но для наблюдения
интерференции или дифракции света

необходимо выполнение определен-

определенных условий. О них, в частности, и

пойдет речь в этой статье.

Под интерференцией света понима-

понимают процесс наложения нескольких

световых пучков, при котором резуль-

результирующая интенсивность света*) в

каждой точке не равна сумме интен

сивностей отдельных пучков. В неко-

некоторых местах интенсивность оказы-

оказывается больше суммарной, в других
меньше, то есть образуются чередую-
чередующиеся светлые и темные участки —

возникает интерференционная кар-

картина.

Простейший пример интерференции
дает наложение двух монохроматиче-
монохроматических волн одинаковой частоты и с од-

одним и тем же направлением колеба-
колебаний в складывающихся волнах. В ре-
результате в каждой точке происходят

колебания с той же частотой и неиз-

неизменной во времени амплитудой, зави-

зависящей, однако, от положения этой

точки.

Пусть амплитуды складывающихся
колебаний одинаковы, тогда для ре-

результирующего колебания E(t) по-

получим

*) Интенсивность свети — это световой поток,

переносимый пучком света через единичную пло-

площадку з направлении нормали к ней- Освещенность

экрана и почернение фотопластинки, помещенных

в пучок света, пропорциональны его интенсивности.

cos

2а cos

cos

cos A)

то есть амплитуда A=2a cos ^p^U
зависит от разности фаз <f>i—«р? скла-

складывающихся колебаний и принимает

значения от удвоенной амплитуды
2а каждой из волн (в точках, где

колебания совпадают по фазе) до нуля

(в точках, где колебания происходят
в противофазе) Энергия колебаний,
а следовательно, и интенсивность све-

света I пропорциональна квадрату их

амплитуды: Г~Л2. Как видно из фор-
формулы A), результирующая интенсив-

интенсивность I в зависимости от положения

точки наблюдения принимает значе-

значения от нуля до учетверенной интен

сивности отдельной волны /0~а^:

=270(l+cos((p,—ф2)). B)
Множества точек пространства, ко-

которым соответствует одинаковая ин-

интенсивность (в частности, максималь-

максимальная или минимальная), образуют по-

поверхности, зависящие от свойств и

расположения источников света.

Вопрос 1. Два одинаковых точеч-

точечных источника расположены на неко-

некотором расстоянии друг от друга. Ка
кой вид имеют в этом случае поверх-

поверхности максимальной и минимальной

интенсивности?
Разность фаз (pi—(р2 в данной точке

зависит от разности хода I волн от

синфазных источников: / = /,—12. Ес-
Если разность хода равна целому чис-

числу длин волн: 1—kX (fe—О, 1, 2, ...),
то волны приходят в точку наблюде-
наблюдения в фазе и при сложении дают

колебания с максимальной амплиту-
амплитудой. Если же разность хода равна не-

нечетному числу полуволн: /=Bfc+
+1Д/2, то волны приходят в противо-
противофазе и «гасят» друг друга. Таким

образом, поверхности максимумов и

минимумов определяются условиями

В любой плоскости, содержащей
источники, например в плоскости чер-

чертежа на рисунке 1, множество точек,

разность расстояний до которых от

двух заданных точек — в данном слу-

случае от источников Si и Si — одинако-

одинакова, представляет собой гиперболу
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(Si и S2 — ее фокусы). Из симметрии

ясно, что в пространстве множеству

точек, удовлетворяющих условию
/i—/2=const, соответствует поверх-
поверхность вращения гиперболы вокруг

прямой, проходящей через источни-

источники, — так называемый гиперболоид
вращения. Форма интерференцион-
интерференционных полос на каком-нибудь экране
дается линиями пересечения таких

гиперболоидов с плоскостью экрана.

Например, на экране А, перпенди-
перпендикулярном к проходящей через источ-

источники Si и Sz прямой, интерференцион-
интерференционные полосы имеют вид концентриче-

концентрических окружностей (см. рис. 1). На
экране В полосы имеют форму гипер-
гипербол. Когда расстояния от источников

до экрана В много больше расстояния

между источниками, в небольшой

окрестности точки О интерференцион-
интерференционные полосы практически можно счи-

считать параллельными прямыми, отсто-

отстоящими на одинаковые расстояния

друг от друга.

Задача 1. Найдите расстояние
между соседними интерференционны-
интерференционными максимумами на экране В, удален-
удаленном на L=l м от источников Si и S2»
если они находятся на расстоянии

d=0,5 мм друг от друга (рис. 2).
Длина волны света Л=5- 10~7 м. По

какому закону изменяется освещен-
освещенность экрана при переходе от макси-

максимума к минимуму интерференцион-
интерференционной картины?

Проведем в точку наблюдения Р

прямую SP из середины отрезка S|S2
и обозначим через Й угол, образуемый
этой прямой с направлением SO на

центр интерференционной картины.

При малых 0 разность хода ? ==¦ ? t —i2
можно найти, опуская перпендикуляр
из S2 на прямую SP до пересечения
с S.P:l = d-i). Полагая здесь / равным

целому числу длин волн &/., находим

направление О* на максимум k го по-

порядка :

C)=k~, k = 0, ±1, ±2,...

Угловое расстояние АО =

между соседними максимумами равно

}./d, а расстояние h между ними на

экране В получим, умножая ЛИ на L:

h= LiG=s= — = 10
3
м=1 мм.

д

Отсюда ясно, что расстояние L, а зна-

значит, и интерференционные полосы тем

шире, чем ближе друг к другу распо-

расположены источники.

Рис. 1.

Чтобы найти закон изменения ин-

интенсивности вдоль прямой ОВ, доста-

достаточно в формуле B) выразить разность

фаз складывающихся колебаний

Ч>\—Ц>2 через положение точки наблю-

наблюдения Р на экране:

Ф|—<F2
=

X (*¦ —W=—=T d°-

Таким образом, получается, что

освещенность экрана зависит от на-

направления в на точку наблюдения
по синусоидальному закону

D)

График этой функции показан в пра-

правой части рисунка 2.

Ослабление световых колебаний в

одних местах интерференционной
картины и усиление в других не свя-

связано с какими-либо превращениями
энергии колебаний. Это хорошо видно
из формулы D), согласно которой
среднее по всем направлениям значе-

значение интенсивности равно 2/о, то есть

суммарной интенсивности от двух

источников.

I /

В

р

о

0'

Рис. 2.
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До сих пор предполагалось, что

источники Si и S_> создают .монохро-
.монохроматические волны одинаковой часто-

частоты. Но для обычных (не лазерных)
источников свет никогда не бывает

строго монохроматическим. Испускае-
Испускаемая отдельным атомом волна пред-

представляет собой не бесконечную сину-

синусоиду, а лишь ее отрезок, или, как

говорят, цуг синусоидальных волн.

Длительность т такого цуга не превы-

превышает 10
s

с. Предельная протяжен-

протяженность цуга сх составляет около 3 м

(с=3- 10й м/с — скорость света, с ко-

которой цуги перемещаются в простран-

пространстве), и он содержит несколько мил-

миллионов «гребней» и «впадин» (ст//.~
«10г при л=5 • 10~г м).
Если даже считать все цуги, испус-

испускаемые различными атомами источ-

источника, одинаковыми и характеризо-

характеризовать их одной и той же длиной волны

/., соотношения фаз между ними совер-

совершенно случайны, так как акты спон-

спонтанного испускания света атомами

происходят в случайные моменты вре-

времени. Таким образом, свет реальных

источников можно рассматривать как

хаотическую последовательность си-

синусоидальных волновых цугов. При
наложении пучков света от разных

источников фазовые соотношения

между световыми колебаниями в лю-

любой точке за время наблюдения успе-
успевают многократно измениться слу-

случайным образом. В результате сложе-

сложения большого числа колебаний со слу-

случайными фазами энергия результи-

результирующего колебания в каждой точке

будет равна сумме энергий складыва-

складывающихся колебаний, то есть не про-

произойдет характерного для интерфе-
интерференции перераспределения энергии
в пространстве.

Отсюда ясно, что для наблюдения

интерференции света нужны специ-

специальные условия: свет от одного и того

же источника нужно разделить на два

пучка (или несколько пучков) и затем

каким-либо способом свести эти пучки

вместе. Если разность хода от места

разделения до точки наблюдения не

превышает длины отдельного цуга, то

случайные изменения амплитуды и

фазы световых колебаний в двух пуч-

пучках происходят согласованно. О таких

пучках говорят, что они когерентны.

При наложении когерентных пучков

и образуется стационарная интерфе-
интерференционная картина.

Рис. 3.

Впервые объяснение интерференции
света на основе волновых представ-

представлений было дано английским ученым
Томасом Юнгом в самом начале

XIX века. Поставленный им опыт с

двумя отверстиями подробно описан

в учебнике («Физика 10», § 69). Коге-

Когерентность световых пучков от отвер-

отверстий в этом опыте обеспечивается их

происхождением из одного первично-
первичного пучка.

Другой способ получения когерент-
когерентных световых пучков основан на ис-

использовании отражения первичного

пучка от двух поверхностей тонкой

йрозрачной пластинки.

Вопрос 2. Какую форму имеют

интерференционные полосы на экране

В, плоскость которого параллельна

граням пластинки (рис. 3)?
В каждую точку наблюдения Р

приходят две волны, разность хода

которых можно найти, построив изоб-

изображения точечного источника S в

верхней и нижней гранях пластинки.

Для простоты можно пренебречь

1

Рис. 4.
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преломлением света в пластинке и

рассматривать Si и S> как изображе-
изображения источника в плоских зеркалах,

образуемых гранями пластинки. Ли-

Линии равной интенсивности образуются
при пересечении экрана В гипербо-

гиперболоидом вращения с фокусами в точках

S\ и S2. Поэтому интерференционные
полосы имеют вид концентрических

колец с центром в точке О.
В опытах с точечным первичным

источником S экран для наблюдения

интерференционных полос может рас-

располагаться в любом месте, где пере-

перекрываются вторичные пучки. В случае

протяженного источника интерферен-
интерференционные полосы, создаваемые разны-

разными его элементами, обычно смещены

друг относительно друга, и вся карти-

картина оказывается смазанной. Но при

определенных условиях можно на-

наблюдать интерференцию и от протя-
протяженных источников.

Задача 2. Экран В расположен
в фокальной плоскости собирающей
линзы (рис. 4). На линзу падает свет

от протяженного источника S, отра-
отраженный, двумя, гранями плоскопарал-
плоскопараллельной стеклянной пластинки. Пока-

Покажите, что интерференционные карти-
картины на экране В, создаваемые разными
элементами источника S, совпадают

друг с другом.
В каждую точку Р экрана приходят

лучи, которые до линзы, а значит,

и до пластинки были параллельны

друг другу, то есть имели вполне опре-

определенный наклон к граням пластинки.

Рассмотрим один из лучей, идущих
от источника. От точки А разделения

луча на отраженный и преломленный
до точки наблюдения Р луч 2

(«преломленный») проходит дополни-
дополнительно расстояние АС-\-СМ в стекле,

а в воздухе его путь меньше, чем

у луча 1 («отраженного»), на отрезок
AD. (От точек D и М оба луча проходят
через линзу в точку Р за одинаковое

время, то есть их оптические пути

здесь одинаковы.) Отсюда ясно, что

разность хода параллельных лучей
1 тл 2, интерферирующих в точке Р,
не зависит от положения точки А

падения первичного луча на пластин-

пластинку. Поэтому результат интерференции
(максимум, минимум или некоторое

промежуточное значение интенсивно-

интенсивности) будет одинаковым для всех пар

лучей, порожденных разными элемен-

элементами протяженного источника. На-

Наблюдаемую в таких условиях интер-

интерференционную картину называют по-

полосами равного наклона.

Другой пример интерференции в

случае протяженного источника света

дают хорошо знакомые радужные по-

полосы в тонких пленках масла или бен-

бензина на поверхности воды, в тонких

слоях прозрачных окислов, образую-

образующихся на поверхности металлов в про-

процессе закалки, в тонких пленках

мыльных пузырей.
Вопрос 3. Объясните происхож-

происхождение интерференционных полос при

наблюдении поверхности тонкой плен-

пленки, освещаемой протяженным источ-

источником света (таким, например, как

пасмурное небо).

Когда мы смотрим в точку Р на

поверхности пленки, на сетчатке глаза

возникает изображение этой точки,

создаваемое только теми лучами, ко-

которые проходят сквозь зрачок, то есть

распространяются в пределах узкого

конуса с вершиной в Р (рис. 5). Рас-

Рассмотрим луч 1, образующий угол О

с нормалью к пленке. Он приходит
из некоторого элемента S источника,

направление на который составляет

такой же угол 0 с нормалью (в соот-

соответствии с законом отражения). Вто-

Второй когерентный с ним луч 2 прихо-

приходит в Р из того же элемента S после

отражения от нижней поверхности
пленки (пренебрегаем для простоты

преломлением в пленке, то есть счи-

считаем пл1). Найдем разность хода лу-

лучей 2 и 1:

12 -/,л АВ +ВР—СР=

= -2Л, ~2h tg 0 €in 0 =2h cos 0. E)
cos0 ^* v'

Рис. 5.
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Угол 9 имеет разные значения для

пар лучей, приходящих от разных
элементов источника, но в глаз наблю-

наблюдателя попадают только те лучи, для

которых угол G лежит в узком интер-

интервале. Поэтому согласно формуле E)
разность хода для точки Р будет прак-

практически одинакова у всех пар интер-

интерферирующих лучей, создающих изоб-

изображение точки Р на сетчатке глаза.

Если толщина пленки плавно изме-

изменяется от точки к точке, то контур

каждой интерференционной полосы

проходит по тем местам пленки, где

ее толщина имеет одно и то же значе-

значение (при условии, конечно, что cos 6

в достаточной степени одинаков для

всей области наблюдения). По этой

причине такие полосы называют по-

полосами равной толщины. Их можно

наблюдать, в частности, в тонкой про-
прослойке воздуха между поверхностями

двух прозрачных пластинок. Когда
направление наблюдения близко к

нормальному, переход от какого-либо

максимума к соседнему соответствует

изменению толщины прослойки на

половину длины волны (см. выраже-

выражение E)).

Задача 3. Какой угол а образуют
между собой две плоские поверхности

стекол, если в монохроматическом

свете с длиной волны к=€ • 10~7 м

интерференционные полосы проходят
параллельно друг другу на расстоя-

расстоянии а=2 см?

Толщина клиновидной прослойки

между плоскостями при перемещении

перпендикулярно ребру клина на рас-

расстояние а изменяется на величину

Ah=ao. Полагая &Н—К/2, находим

u=A = i?5 .10~5 рад « 0,05'=3".

Таким способом можно измерять ма-

малые углы между плоскостями с точ-

точностью, недоступной для других мето-

методов. По искривлению интерференци-
интерференционных полос можно обнаружить от-

отклонение поверхности от плоской на

малую долю длины волны света.

Кольцевые полосы равной толщи-

толщины, наблюдаемые в воздушном зазоре

между соприкасающимися выпуклой

поверхностью линзы малой кривизны
и плоской поверхностью стекла, назы-

называются кольцами Ньютона. В отра-

отраженном свете их центральное пятно,

расположенное в области точки каса-

касания, темное. Это объясняется тем, что

при толщине воздушной прослойки,

Рис. 6.

много меньшей длины волны, раз-

разность фаз интерферирующих волн

обусловлена различием в условиях

отражения: фаза волны, отражаю-
отражающейся от оптически более плотной

среды, изменяется на противополож-
противоположную, а отражающейся от оптически

менее плотной среды остается неиз-

неизменной.

Получить представление о характере изме-

изменения фазы волиы при отражении можно

с помощью следующей механической аналогии.

Привяжите конец тонкой веревки к толстой

и резким движением руки вверх и вниз пошлите

вдоль тонкой веревки короткий поперечный

импульс (рис. 6). Вы увидите, что отраженный
от места соединения веревок импульс имеет

противоположную полярность, в то время как

прошедший в толстую веревку импульс (ана-

(аналог световой волны, проникающей в оптиче-

оптически более плотную среду) имеет ту же по-

полярность, что и пада-ющий импульс. Если

же послать к месту соединения импульс по

толстой веревке, то отраженный назад и про-

прошедший в тонкую веревку импульсы будут

иметь ту же полярность, что и падающий.

Вопрос 4. Можно ли наблюдать

кольца Ньютона в проходящем свете?
В принципе, интерференционная

картина возникает и в этом случае.

В проходящем свете распределение

интенсивности, в соответствии с зако-

законом сохранения энергии, будет допол-

дополнительным по отношению к отражен-

отраженному свету: центр картины будет свет-

светлым, а затем будут идти чередующие-
чередующиеся темные и светлые кольцевые поло-

полосы. Однако из-за малого коэффициен-
коэффициента отражения на границе стекло —

воздух (~0,04) интенсивности интер-

интерферирующих лучей (прошедшего пря-
прямо без отражения и испытавшего два

отражения) сильно различаются. В

результате интерференционные мак-

максимумы и минимумы образуются на

равномерном светлом фоне, и картина
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получается гораздо менее контраст-

контрастной, чем в отраженном свете.

Упражнения

1. Вкаких пределах заключена результи-

результирующая интенсивность J при интерференции
двух когерентных волн различной интенсив-
интенсивности /i и /j=4/i?

2. Дляувеличения интенсинности интерфе-
интерференционной картины в опыте Юнга вместо

точечных отверстий в первом и втором экранах

используют длинные параллельные между
собой щели. Объясните, почему это не приво-

приводит к ухудшению четкости интерференцион-
интерференционных полос.

3. Кольца Ньютона наблюдаются в воз-

воздушном зазоре, образованном плоской поверх-
поверхностью и сферической поверхностью радиусом
Л=1 м. Чему равен радиус пятого темного

кольца в монохроматическом свете с длиной
волны Х=6 • 10' т м? Наблюдение^ ведется
в отраженном своте.

4. Объясните происхождение радужной
окраски пленок бензина на поверхности воды
и мыльных пленок в отраженном белом свете.

Почему плпнкн должны быть очень тонкими?

Почему на просвет такие пленки практически

бесцветны?

Задачи
для

исследования

Норесечепне
решеток

Отмстим на координатной
плоскости Oxi; точки с цело

численными координатами —

узлы решетки. Наложим па

эту плоскость лист плотной

прозрачной бумаги и перене-
перенесем на него (другим цветом)

решетку узлов. Повернем те-

теперь эту вторую решетку на

некоторый угол а вокруг точ-

точки 0= @; 0) так, чтобы выпол-

выполнялось условие совпадение:

некоторый узел повернутой

решетки (отличный от О)
совпадает с узлом неход-
неходкой.

Например, на рисунке 1 ув«>л

A; 3) черной решетки совпа-

совпадает с узлом (—1; 3) голубой.

При этом совпадают и многие

другие узлы — они отмечены

красным цветом, и пересече-

пересечение двух решеток само оказы-

оказывается более крупной решет-
решеткой (к статье А. Л. Петелина
и А. И. Федосеева она названа

«решеткой совпадающих уз-

поп», коротко РСУ), то есть

yacn M принадлежит обеим

ла, а р=B; 1)и?=(—1; 2)—
«базисные векторы» (стороны

квадратной ячейки красной
решетки).

¦XI

Рис. 1.

решеткам, если q
где к и I — любые целые чис- чисРис. 2.

«) Нарисуйте РСУ для пово-

поворота, при котором узел (8; 1)

Переходит в узел G; 4). Како-

ьы в этом случае cos u, sin «.

^ааисиые векторы РСУ?

б) Докажите, что для того.

Чтобы при повороте на угол <i

ьыподнялось условие совпаде-

совпадения, необходимо и достаточ-

достаточно, чтобы cos а и sin u были .

рациональными числами.

Й) Докажите, что если это

Условие выполнено, то совпав-

совпавшие узлы всегда образуют
квадратную решетку.
5-) Укажите, как при этом най-
найти ее базисные векторы,
д) Перечислите все такие уг-
углы и, для которых площадь

5,, ячейки РСУ не превосхо-
превосходит 50.
Очень советуем смастерить иа

прозрачных листках две оди-
одинаковые решетки узлоа («о
образцу рисунка 2), положить
Их друг на друга н понаблю-

понаблюдать за красивыми «почти пе-

периодическими» узорами, ко-

которые неожиданно возникают
й перестраиваются друг в дру-

друга при произвольном смеще-

смещении одного листка относи-

относительно другого. Попробуйте по-

понять, почему возникают новые

узоры, в каком смысле они

периодичны, как они пере-

перестраиваются друг в друга, сло-

словом, попробуйте создать не-

небольшую «математическую

теорию» этих явлений.
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Олимпиады

XXVI

Международная
математическая

олимпиада

Т. А. САРЫЧЕВА.

кандидат физико-математических наук
А. А. ФОМИН

XXVI Международная математи-

математическая олимпиада (ММО) проходила
в Финляндии в городах Хельсинки,
Хейнола и Иоутса с 29 июня по 10 ию-

июля 1985 года. Популярность этого

соревнования увеличивается, число

стран-участниц растет постоянно и

довольно быстро, что создает опре-

определенные трудности для стран
— ор-

организаторов. В этом году впервые

приняли участие в ММО Иран, Ислан-

Исландия, Китайская Народная Республи-
Республика, Турция, а также присутствовал

наблюдатель от Индии.
От 31 страны в ММО приняли

участие полные команды по 6 школь-

школьников, от Италии и Кувейта — по

5, от Испании и Туниса — по 4, от

Исландии и Китая — по 2, от Ира-
Ирана — 1 участник. Таким образом,
в умении решать задачи соревнова-
соревновались 209 школьников из 38 стран
всех частей света.

Жюри олимпиады, состоявшее из

руководителей команд, работало с 29
июня в небольшом живописном го-

городке Хейнола в 140 км севернее
Хельсинки над составлением задач.
После соревнования, проходившего в

два тура 4 и 5 июля, члены жюри

переехали в еще более маленький

город Йоутсу, где уже несколько

дней размещались школьники в пре-

прекрасно оборудованной гостинице в со-

сосновом бору на берегу большого озе-

озера. В Иоутсе проходила проверка и

координация работ. Последние два

дня участники олимпиады провели
в Хельсинки, где состоялось закры-
закрытие олимпиады, несколько экскурсий,

а также веселый заключительный ве-

вечер, в котором школьники смогли

продемонстрировать свои таланты

в песнях, танцах, шутках.

Организаторы олимпиады прекрас-
прекрасно справились со всеми трудностями.
Особенно нужно отметить четкую и

самоотверженную работу председате-
председателя жюри Илпо Лайне, главного ко-

координатора Юхи Ойкконена, секре-

секретаря олимпиады и руководителя ко-

комитета по отбору задач Матти Лех-

тинена, председателя оргкомитета
Хеймо Латвы.

По традиции в каждый из двух

дней соревнования предлагалось по

3 задачи на 4,5 часа работы. Каж-
Каждая задача оценивалась в 7 очков.

Первый день

1 (Великобритания).Дан выпуклый четы-

четырехугольник ABCD, вокруг которого можно

описать окружность. Некоторая окружность с

центром на стороне АВ касается остальных

трех сторон. Докажите, что |Л?>| + |ВС|= |ЛВ|.
2 (Австралия). Даны взаимно простые

целые числа л и к @<*<я). Каждое из чисел

множества М=A,2 л—1}окрашивают либо
в голубой, либо в белый цвет, так чтобы

выполнялись следующие условия:

а) длякаждого t из множества М числа

i и п—i должны быть окрашены в один цвет;

б) длякаждого i из М, отличного от А,

числа i и | к—< [ должны быть окрашены в

один цвет.

Докажите, что все числа множества М будут

окрашены в один цвет.

3 (Нидерланды). Для любого многочлена

P{x)—ao+aiX+...-\ акхк с целыми коэффициен-
коэффициентами обознвчим через w(P) число коэффици-
коэффициентов, которые являются нечетными числами.

Пусть Q,(x)=(l+xY для i=0, 1, 2. ... Докажи-
Докажите, что если целые числа й, h, .... *„ удовле-
удовлетворяют условию 0<;ii<«"»<„.<(,, то

Второй день

4 (Монголия).Дано множество М, состоя-

состоящее из 1985 различных натуральных чисел.

Простые делители каждого числе из множе-

множества М не превосходят 26. Докажите, что из

множества М можно выбрать четыре попарно
различных числа, произведение которых яв-

является четвертой степенью некоторого цело-

целого числа.

5 (СССР).Дан треугольник ABC и окруж-
окружность с центром О, проходящая через верши-
вершины А и С, которая повторно пересекает от-

отрезки АВ н ВС в различных точках К и N со-

соответственно Окружности, описанные вокруг

треугольников ABC и KBN, имеют ровно две

общие точки В и М Докажите, что угол
ОМВ прямой.

6 (Швеция). Для каждого действительно-
действительного числа х, строим последовательность*,, х

полагая
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Команда СССР на XXVI Меж-

Международной математической

олимпиаде в Хельсинки.

для всех л]>1. Докажите, что с:ущестнует од-

одно и только одно значение дг>, для которого

0<дг„<дгла ,<1 при всех п.

Команда СССР, состоявшая в этом

году из школьников разных городов

и разных республик нашей страны,
завоевала в трудной борьбе одну золо-

золотую, две серебряные и две бронзовые
медали.
Ольга Леонтьева из Ленинграда, на-

набрав 36 очков, вошла в шестерку луч-

лучших, которые были награждены по-

помимо золотых медалей персональны-
персональными компьютерами. Ольга была един-
единственной девочкой на олимпиаде, по-

попавшей в число четырнадцати первых

призеров.
Олег Бондаренко из г. Горловки

Донецкой области и Анатолий Ма-

леванец из Красного Луча Вороши-
ловградской области, оба воспитанни-

воспитанники ФМШ при КГУ, набрав по 29

очков, получили серебряные медали.
Воспитанник ФМШ при МГУ Лев Ива-

Иванов из Саратова, получив 21 очко,

возглавил список третьих призеров,
в число которых попал и Дмитрий
Бибин из Витебска A6 очков). Мати
Пентус из Таллина (9 очков) огра-
ограничился дипломом участника. Мати,

простудившийся накануне олимпиа-

олимпиады, выступил ниже своих возмож-

возможностей, однако, как было сказано на

церемонии закрытия, на Международ-
Международной математической олимпиаде есть

победители, но нет побежденных.
Подкомитет жюри, состоявший из

шести руководителей команд стран,

предложивших задачи, рассмотрел во-

вопрос о специальных призах за ориги-

оригинальные решения задач. Хотя школь-

школьниками были найдены прекрасные

решения, в том числе ранее не из-

известные жюри, в особенности по гео-

геометрическим задачам, подкомитет ре-

решил специальных призов никому

не присуждать, так как ни одно из

этих решений не было уникальным,
а повторялось в ряде работ.
ММО — это соревнование школьни-

школьников, а не стран. Тем не менее, можно

отметить, что школьники социали-

социалистических стран выступают традици-
традиционно очень хорошо. В числе шести

команд, набравших в совокупности

наибольшее число очков, пять команд

социалистических стран: Румыния

B01), Венгрия A68), Болгария A65),
Вьетнам A44), СССР A40). Хорошо
выступила также команда США A80).
Кроме того в десятку лучших во-

вошли команды ФРГ A39), ГДР A36),
Франции A25), Великобритании A21).

Всем, кто присутствовал на цере-

церемонии закрытия в университете Хель-

Хельсинки, кто видел счастливые лица

победителей и слышал горячие апло-

аплодисменты, было понятно, какую боль-

большую роль играют ММО в деле раз-
развития математического образования в

мире, в деле укрепления доверия и

дружбы между народами.
Следующая, XXVII Международ-

Международная математическая олимпиада

школьников состоится в Варшаве в

июле 1986 года.
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XVI

Международная
физическая
олимпиада

Кандидат физико-математических наук
О. Ф. КАВАРДИН.
кандидат педагогических наук
В. А. ОРЛОВ

XVI Международная олимпиада

школьников по физике проходила в

Югославии с 23 по 30 июня в ку-

курортном городе Порторож на берегу
Адриатического моря.
Для участия в олимпиаде прибыли

команды из 20 стран: Австрии, Бол-

Болгарии, Великобритании, Венгрии,
Вьетнама, ГДР, Исландии, Канады,
Кубы, Нидерландов, Норвегии, Поль-
Польши, Румынии, Советского Союза, Тур-
Турции, Финляндии, ФРГ, Чехословакии,
Швеции, Югославии. Впервые в олим-

олимпиаде приняли участие команды Ка-

Канады и Турции. Кроме того, на олим-

олимпиаде были представлены наблюда-
наблюдатели из Италии, Китая и США.
По международному статуту физи-

физической олимпиады каждая страна мо-

может послать команду из пяти школь-

школьников. В команду СССР вошли*):

Виктор Барзыкин — выпускник с. ш

№ 82 п. Черноголовка Московс-
Московской обл.,
Георгий Григорьев — выпускник

ФМШ № 2 г. Киева,

Юрий Жесткое — выпускник РФМШ

г. Алма-Аты,
Тарас Иваненко — выпускник с. ш.

№ 145 г. Киева,
Олег Черп -*- выпускник с. ш. № 50

г. Минска.

Руководителями команды были авто-

авторы этой статьи — научные сотруд-
сотрудники Научно-исследовательского ин-

института содержания и методов обу-
обучения Академии педагогических на-

наук СССР.

Организация и проведение XVI Меж-

Международной физической олимпиа

*)О том, как формируется наша команда, мож-

можно прочитать а статье С. С. Кротона «XV Между-
Международная физическая олимпиада» («Квант», 1984,
М 12).

ды были поручены югославскому

Союзу математических и физических
обществ, Обществу математиков, фи-
физиков и астрономов СР Словении,
Исполнительному Совету СР Слове-
Словении, Национальному комитету по нау-

науке и технике, Министерству науки
и технологии СР Словении. Предсе-
Председателем оргкомитета олимпиады был

назначен профессор Люблинского
университета Антон Мольк, генераль-
генеральным секретарем — Боян Голли.

Теоретический тур олимпиады про-

проводился в Портороже, а эксперимен-
экспериментальный тур — в городе Колер.
Для подготовки задач и проведе-

проведения теоретического тура были при-
привлечены также ученые Люблинского

университета.

Уточнение условий задач, их реше-
решений и критериев оценок, а также ут-

утверждение результатов проверки ра-
работ проводилось на заседаниях Меж-

Международной комисии, в которую на-

наряду с председателем оргкомитета
и генеральным секретарем входили

руководители команд всех стран.
Участникам олимпиады было пред-

предложено решить 3 теоретические зада-
задачи (за 5 часов) и выполнить 2 экспе-
экспериментальных задания (за 4 часа).
Вот их условия*):

Теоретический тур

Зада ча 1

Юный радиолюбитель поддерживает ра-

радиосвязь с двумя девушками, проживающими
в разных городах. Он намерен сконструи-

сконструировать такую систему антенн, которая позво-

позволила бы ему разговаривать с одной из деву-
девушек (живущей .в городе В) с оптимальным

качеством связи, но таким образом, чтобы вто-

вторая девушка (живущая в городе А) их разго-

разговор слышать не могла, и наоборот. Система

нтеии собирается из двух вертикальных аи-

тенн, излучающих с одинаковой интенсив-

интенсивностью во всех горизонтальных направлениях.

Определите расстояние г между антеннами,

угол i)>(i между плоскостью, проходящей че-

через обе антенны, и направлением на север, и

разность фаз \ц электрических сигналов, из-

излучаемых антеннами. Расстояние между ан-

антеннами должно быть минимальным.

Найдите численное решение в случае, если юно-
юноша имеет радиостанцию, работающую на частоте

v=27 МГц, а система антени установлена
в Портороже. Используя карту, юноша выяс-

выяснил, что углы между направлением на север

•) Решения этих задач, прииеденные а разделе

«Ответы, указания, решения», подготовлены при
участии членои нашей команды: В. Барзыкнна —

теоретическая задача 1, Ю. Жлеткова — теоретиче-
теоретическая задача 2, Т. Иваненко — теоретическая зада-

задача 3, Г. Григорьева
— экспериментальной задача 1,

О. Черпа — экспериментальная задача 2.
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Команда Советского Союза на XVI Международной физиче-
физической олимпиаде. Слева направо: Т. Иваненко. В. Барзыкин,
Г. Григорьев. Ю. Жесткое. О. Черп.

и направлениями на города А (Копер) и В

(Буне) составляют if, =72" и х]-2=157° соответ-

соответственно.

Задач а 2
В длинном бруске, имеющем форму разно-

разностороннего параллелепипеда (a>fc;»c) и сде-

сделанном ид полупроводникового материала
In Sb, течет ток / в направлении ребра а.

Брусок находится в магнитном поле, на-

направление вектора индукции В которого совпа-

совпадает с ребром с. Переносчики тока в In Sb —

электроны, которые движутся в электрическом

поле с напряженностью Е со средней скоростью
v=uE (коэффициент и называется подвиж-

подвижностью электронов). При наличии магнит-

магнитного поля необходимо учитывать действие силы

Лоренца на электроны — направление вектора

напряженности в этом случае не будет

параллельно электрическому току. Этот фено-
феномен известен как «эффект Холла».

а) Определитемодуль и направление вектора

напряженности электрического поля в бруске.

б) Вычислитеразность потенциалов между

противоположными точками на поверхности

бруска в направленмм ребра Ь.

в) Получитеаналитическое выражение для
постоянной компоненты разности потенциалов,

найденной в пункте б), если сила тока и

индукция магнитного поля меняются но за-

законам: /=/osinojt, B=Bt, sin(wt -Hi).
г) Спроектируйте(и объясните) электриче-

электрическую цепь, в которой возможно использование

результата в) для измерения потребления
мощности электрическим аппаратом, включен-

включенным в сеть переменного тока.

Используйте такие данные: подвижность

электронов в In Sb u^=7,8 м*/(В • с), концентра-
концентрация электронов л =2,5 • 10гг м~3; /=1А
В=0,1 Тл, fc=l,0 см, с=1 мм.

Зада ча 3

В космическом исследовательском проекте

запуска космического корабля за пределы Сол-

Солнечной системы обсуждаются две возможности:

1. Аппаратзапускается со скоростью, до-

достаточной для выхода за пределы Солнечной

системы, непосредственно с орбиты Земли.

2. Аппаратприближается к одной из внеш-

них планет, с ее помощью изменяет направ-

направление движения И приобретает скорость, не-

необходимую для выхода за пределы Солнеч-

Солнечной системы.

Можно считать, что во всех случаях ко-

корабль движется под действием гравитацион-

гравитационного поля только Солнца или планеты, в

зависимости от того, чье поле сильнее в дан-

данной точке.

а) Определитеминимальную скорость ко-

корабля и, и ее направление относительно век-

вектора орбитальной скорости Земли для реали-

реализации проекта 1.

б) Предположим,что корабль запущен в на-

направлении, определенном в пункте, а), но с дру-
другой скоростью i>c относительно Земли. Опреде-
Определите скорость аппарата, когда она пересе-
пересекает орбиту Марса (то есть найдите парал-
параллельную и перпендикулярную составляющие
этой скорости относительно орбиты Марса),
при условии, что в этот момент Марс ивхо-

дится далеко от аппарата.

в) Предположим,что аппарат вошел в гра-

гравитационное поле Марса. Определите мини-

минимальную стартовую скорость аппарата va
с орбиты Земли, необходимую для выхода из

Солнечной систегнл после воздействия иа иего

гравитационного поля Марса. (Вас не должно

интересовать точное положение Марса во вре-
время взаимодействия с аппаратом.) Намек: из

результата а) вы знаете оптимальную величи-

величину и направление скорости аппарата, необ-

необходимой для выходв зв* пределы Солнечной
системы. Найдите связь между этой скоростью

и компонентами скорости до вхождения ап-

аппарата в грввитационное поле Марса, то есть

Компонентами, определенными вами в б). Бу-
Будет ли сохраняться энергия аппарата?

г) Определите максимально возможную

часть сбереженной энергии в проекте 2 по

сравнению с проектом 1.

Примечания. 1) Можно считать, что все

планеты вращаются вокруг Солнца но окруж-

окружностям в одном направлении и в одной плоско-

плоскости. Сопротивлением воздуха, вращением Зем-
Земли вокруг своей оси и энергией, затраченной
при -выходе ив доавитационного поля Земли,

пренебречь. 2) численные данные: скорость

Земли вокруг Солнца равна уо=ЗО км/с, от-

отношение расстояний от Земли и Марса до

Солпод равно 2/3.
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север-синии
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f\ юг - кроеный

Рис. 2.

Экспериментальный тур

За да ча 1

Определите положение центров и ориента-

ориентацию мвгнитов, спрятанных в ящике, покра-

покрашенном в черный цвет. Магнит изображен на

рисунке 1; его координаты jr. у и г следует

измерять от угла, помеченного красным цве-

цветом на рисунке 2. Определите компоненту

векторв магнитной индукции В в плоскости

XY с помощью предварительно откалиброван-
ной измерительной системы. Определите наи-

наибольшее значение магнитной индукции, соз-

созданной вашим магнитом.

Оборудование: постоянный магнит, та

кой же, как спрятанные в ящике; источник

напряжения @—24 В); измерительная ка-

катушка A400 витков, R—230 Ом); черный
ящик со спрятанными магнитами; две катушки

для создания магнитного поля (8800 витков

в каждой, К—990 Ом); вольтметр (с диапа-
диапазонами измерения 1 В, 3 В, 10 В, рекомен-
рекомендуемыми для использования); электронная схе-

схема; амперметр; переменное сопротивление

(ftmSX=3,3 кОм); соединительные провода:
пластина с отверстиями для крепления кату-

катушек; резиновые кольца для различного упот-

употребления, например для крепления катушек;

деревянные палочки для тех же целей; ли-

линейка; нитки.

Инструкция

Для исследования можно применить любой

не разрушающий магниты метод. Конечный

ответ должен содержать результаты измере-

измерений, формулу, графики н рисунки (последние
должны использоваться вместо комментвриев,

где это возможно).
Правильное использование измерительной

системы показано на рисунке 3. При подключе-
подключении катушки 1 через электронную схему 2 к

вольтметру 3 максимальное отклонение стрел-
стрелки вольтметра пропорционально изменению

магнитного потока через катушку.

Задача 2

Исследуйте процесс ускорения и замедле-

замедления медного диска, вращаемого мотором пере-

переменного тока. Измеряя время полуоборота
диска, найдите зависимость угла поворота, уг-
угловой скорости и углового ускорения диска

от времени. Определите вращающий момент

сил и мощность мотора как функцию угло-

угловой скорости.

Оборудование: мотор переменного тока

с выключателем и медным диском; индуктив-

индуктивный датчик; многоканальный секундомер с

компьютером.

Инструкция
Индукционный датчик регистрирует движе-

движение двух железных стержней на диске,

когда они ближе 0,5 мм от него, и посылает

сигнал на секундомер. Секундомер подклю-
подключен к компьютеру таким образом, что он ре-

регистрирует момент времени прохождения же-

железного стержня под датчиком и запоминает

его. Для включения секундомера нужно на-

нажать последовательно кнопки «5» и «6» на

пульте управления компьютера.

Компьютер высвечивает результаты в гра-

графической форме. По вертикальной оси пред-
представлены интервалы времени между двумя

последовательными моментами регистрации

железного стержня, по горизонтальной оси —

номера интервалов.

При нажатии кнопки «7» компьютер выда-

выдает результаты измерений в виде таблицы.
В первой колонке таблицы показан номер из-

измерения, во второй — время, прошедшее с

момента начала измерений, в третьей — пред-
представлены интервалы времени между после

дующими моментами прохождения железных

стержней около индукционного датчика.

Каждая задача теоретического и

экспериментального туров оценива-

оценивалась в 10 баллов.

За первую задачу теоретического

тура 10 баллов получили 12 участни-

участников C — из СССР), за вторую за-

задачу 9,5 баллов (высший балл) по-

получил лишь один участник (из СССР),
за третью задачу 10 баллов получи-
получили 2 участника A — из СССР). Абсо-
Абсолютно лучший результат после теоре-

теоретического тура был у школьника из

Чехословакии П. Шпаниеля — 29 бал-

баллов. У Г. Григорьева был второй ре-
результат — 27,5 баллов. Далее следо-
следовали Т. Иваненко и Р. Бадами (Ве-

(Великобритания) — по 27 баллов. Луч-
Лучший командный результат после вы-

выполнения задач теоретического тура

был у команды СССР — 121,0, у ко-

команд ФРГ и Великобритании, заняв-

занявших 2 и 3 места,— 99,5 и 94,5 бал-
баллов соответственно.

Максимальное число баллов за пер-

первое экспериментальное задание полу-

получил школьник из Швеции X. Свен-
Свенсон (8,5), за второе задание

—

школьник из Великобритании Д. Мак
кэй (9,5) и из Румынии К. Малуреану

1'ис. Я.
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(9). Д. Маккей был лучшим и по сум-

сумме баллов за экспериментальные за-

задания A5,5). Лучший командный ре-

результат за выполнение эксперимента
оказался у команды Великобрита-
Великобритании — 61, второй результат показала

команда ФРГ — 58, затем — команды

СССР и Швеции — по 55,5 баллов.
После подведения общих итогов

лучшая сумма баллов D2,5) оказалась

у П. Шпаниеля (Чехословакия). Он

награжден дипломом I степени. Дип-
Дипломы I степени получили также Р. Ва

дами из Великобритании D0,5) и 3

участника советской команды: Г. Гри-

Григорьев C8,5), В. Варзыкин C8) и

Т. Иваненко C8). Ю. Жестков получил

диплом II степени C3), О. Черп
—

диплом III степени B9). Общее число

первых премий 5, вторых
— 6, треть-

третьих — 17. В неофициальном команд-
командном зачете команда СССР заняла пер-

первое место, набрав 176,5 баллов. Ос-

Остальные команды по сумме баллов

расположились следующим образом:
ФРГ A57,5), Великобритания A55,5),
Румыния A41,5), Чехословакия
A31,0), ГДР A28), Нидерланды A23),
Швеция A23), Польша A19), Венгрия
A13,5), Болгария A10,5), Югославия
A08,5), Вьетнам A03,5), Финляндия
(89,5), Турция (84,0), Австрия G9,5),
Канада F6,0), Норвегия F1,0), Ислан-
Исландия D4,0 — 4 участника), Куба

D4,0).

Т. Иваненко получил специальный

приз за оригинальное решение третьей
задачи теоретического тура. В. Варзы-
Варзыкин получил специальный приз как

самый юный участник олимпиады.

Во время олимпиады ее участни-
участникам была предложена интересная

культурная программа. Школьники

познакомились с достопримечатель-
достопримечательностями города-курорта Порторож,

которому скоро исполнится 100 лет,

старинного города Копер, посетили

конный завод в Липице, знаменитую
Постойнскую пещеру (по ее многоки-

многокилометровым тоннелям ходят поезда

туристов), Морской музей и аквариум
в Пиране. Для участников олимпиады
были организованы концерты класси-

классической музыки и народных танцев,

морская прогулка на лодках вдоль

побережья Адриатического моря
и ежедневные купания в море.

Во время проведения олимпиады

проходили дружеские беседы между
школьниками разных стран. Совет-

Советский школьник О. Черп дал ин-

интервью для Словенского телевидения,
а Т. Иваненко — для газеты

«Приморские новости» (г. Пиран).

Редакционная коллегия и редак-

редакция журнала «Квант» поздравляют
всех членов советской команды с

большой победой и желают им даль-

дальнейших творческих успехов.

Список читателей,

приславших правильные решения

(Начало см. на с. 361

15; М. Фарадже (Баку) 13: //. Федин (Омск)
13. 15; В. Филомоненко (Свердловск) 15;
J1. Филипенко (Алма-Ата) 15; Е. Финн (Ле-
(Ленинград) 1В, 21, 23, 25; В. Цвиркунов (Киев)
1В. 20, 22; А. Чагиров (Алма-Ата) 13;
С. Чебуков (Симферополь) 13, 15; Г. Чееардин
(Челябинск) 13, 19; И. Шадрин (Алма-Ата)
15; М Шакаев (Алма-Ата) 15; Ю Шамрук
(д. Новый Двор Гродненской обл.) 24; С. Шара-
Шарапов (Киев) 13; С. Шейнин (Молодечно) 19;
Б. Шойхет (Москва) 19; Г. Шпитальник (Ле-
(Ленинград) 19, 24; П. Шрабштейн (Москва) 19;
Б. Шраер (Ленинград) 13. 19; В. Шульга
(Евпатория) 13, 19; Э Ясиновый (Куйбышев)
13, 15; В. Яхинц (Ташкент) 15.

Физика
А. Абанов (Красноярск) 25, 28; К. Абиякаи
ров (Алма-Ата) 25, 26; И. Абрамчук (Винни-
(Винница) 25, 26; Г. Адейшвили (с. Габанери Гр. ССР)

25; Э. Алиев (Сумгаит) 29; С. Анатольев
(Ярославль) 28; В. Апалъков (Харьков) 23. 25,
27, 35;С. Бакин (Орел) 25. 26; Р. Бакиров
(Первоуральск) 29; А. Барабаш (Канев) 23;
Д Барц (Харьков) 25, 28. 32; К. Бедов (Че-
(Челябинск) 23, 25, 28. 32; Ю. Белобородое
(Челябинск) 25; С. Белоеолов (Красноярск)
23, 25; М Белопояьская (Киев) 35; А. Бело-
польский (Киев) 23, 25, 26. 28. 31, 32. 35;
И. Бена (Васлуй, СРР) 35; А. Беренгольи
(Кишинев) 23; JI Блинов (Черновцы) 29;
С Бобылее (Березники) 23, 25; С. Болдырев
(Мытищи) 23, 25, 28, 29, 32; Ю. Боровский
(Киев) 25. 26, 35; Ш. Бреннер (Хуст) 25. 26.
28, 29;А. Буга (Ульяновск) 32: М Валиев
(Самарканд) 29; И. Ванин (Москва) 23, 25;
И Верный (Житомир) 23, 29, 31; А. Виль-
коцкий (Минск) 25; А. Володько (Одесса)
23.25, 28; А. Волошин (ст. Ивановка Кирг. ССР)
28; А. Гажаюное (Полтава) 32. 37; О. Ген-
дельман (Харьков) 25. 28, 32; С. Гершикое
(п. Псршотравневое Донецкой обл.) 28, 32;
В. Глухое (Сарапул) 23; М. Годин (Ленинград)
26; А Гольдин (Киев) 25; Л. Гольдштейн
(Киев) 23. 25. 35; В. Гринберг (Москва) 23,
25, 27, 28, 32; Л. Гуревич (Кемерово) 28;

(Окончание см. на с. 541
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Информация

f

Заочная

физико-техническая
школа при МФТИ

Заочная физико-техническая школа (ЗФТШ) при Московском ордена Трудового Красного
Знамени физико-техническом институте (МФТИ) проводит набор учащихся восьмилетних и

средних школ, расположенных на территории РСФСР, в 8. 9 и 10 классы на 1986/87 учеб-
учебный год.

Цель школы — помочь ученикам в самостоятельных занятиях по углублению своих

знаний по физике и математике. Вот почему при приеме в ЗФТШ предпочтение
отдается учащимся, проживающим в сельской местности и рабочих поселках, где такая помощь

особенно нужна.

Обучение в школе бесплатное.

Кроме отдельных учащихся, в ЗФТШ принимаются физико-технические кружки, которые
могут быть организованы в любой общеобразовательной школе двумя преподавателями —

физики и математики. Руководители кружка набирают и зачисляют в них учащихся, успешно
выполнивших вступительное задание ЗФТШ. Кружок принимается в ЗФТШ, если директор
школы сообщит фамилии руководителей и поименный список членов кружка (по классам,
с указанием итоговых оценок за вступительное задание). Все материалы по организации

кружков следует выслать в адрес ЗФТШ до 25 мая 19S6 года.

Учащиеся ЗФТШ и руководители физико-технических кружков будут получать задания
по физике и математике в соответствии с программой ЗФТШ, а также рекомендуемые
ЗФТШ решения зтнх заданий. Задания содержат теоретический материал и разбор характерных
задач и примеров по теме, а также 10—14 задач для самостоятельного решения.
Это и простые задачи, и более сложные (на уровне конкурсных задач в МФТИ). Работы уча-

учащихся-заочников проверяют в ЗФТШ или ее филиалах, а работы членов кружка проверяют
его руководители.

2 учащимися Москвы проводятся очные занятия по физике и математике (по программе

ЗФТШ) два раза в неделю в вечерних консультационных пунктах (в ряде московских школ).

Набор в эти группы проводится или по результатам выполнения вступительного задания

ЗФТШ, или по результатам очного собеседования по физике и математике (справки по те-

телефону 408-51-45).

Вступительное задание по физике и математике каждый ученик выполняет самостоятельно.

Работу надо сделать на русском языке и аккуратно переписать в одну школьную тетрадь.

Порядок задач должен быть тот же, что и в задании. Тетрадь перешлите в большом конверте

простой бандеролью (только не сворачивайте в трубку). Вместе с решением обязательно вы-

вышлите справку из школы, в которой вы учитесь, с указанием класса. Справку наклейте
на внутреннюю сторону обложки тетради. Без этой справки решение рассматриваться не будет.
На внешнюю сторону тетрадной обложкн нвклейте лнет бумаги, заполненный по образцу:

1. Область(край илн АССР)
2. Фамилия,имя, отчество

3. Класс

4. Номери адрес школы

5. Профессияродителей я занимаемая

должность:

отец

мать

6. Подробныйдомашний адрес

Курская область
Гончаров Олег Витальевич
восьмой
Курчатовская средняя школа Л* 2

слесарь

машинист котельных установок

307239, Курская обл.. г. Курчатов, ул. Космонав-
Космонавтов, д. 10. кв. 76.

Внизу начертите таблицу для оценок за вступительное задание:

Ф.

М.

Для получения ответа на вступительное задание вложите в тетрадь конверт с вашим

домашним адресом.

Срок отправления решения
— не позднее 1 марта 1986 года (по почтовому штемпелю

места отправления). Вступительные работы обратно не высылаются. Решение приемной ко-

комиссии будет сообщено не позднее 1 августа 1986 года.
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Тетрадь с выполненными заданиями (обязательно и по физике, и по математике)

присылайте по адресу: 141700 г. Долгопрудный Московской области. Московский физико-
технический институт, для ЗФТШ.

Учащиеся Архангельской, Вологодской, Калининской, Калининградской, Кировской, Ко-
Костромской, Ленинградской , Мурманской, Новгородской, Пермской, Псковской и Ярославской
областей, Карельской, Коми и Удмуртской АССР высылают работы по адресу: 198904 г. Старый
Петергоф, ул. 1 Мая, д. 100, ЛГУ, филиал ЗФТШ при МФТИ.

Учащиеся Амурской, Иркутской, Камчатской, Кемеровской, Магаданской, Новосибирской,
Омской, Сахалинской, Томской, Тюменской и Читинской областей. Алтайского, Красноярского,

Приморского и Хабаровского краев, Бурятской, Тувинской и Якутской АССР высылают ра-

работы по адресу: 660062 г. Красноярск, пр. Свободный, д. 79, Госуниверситет, филиал
ЗФТШ при МФТИ.

Ниже приводятся вступительные задания по физике н математике.

В задании по физике задачи 1—б предназначены для учащихся седьмых классов, 4—9 — для

учащихся восьмых классов, 8—14 — для учащихся девятых классов.

В задании по математике задачи 1—5 предназначены для учащихся седьмых классов,

3—9 — для учащихся восьмых классов, 6—12 — для учащихся девятых классов.

Вступительное задание
Физика

1. Спортсмены бегут колонной длины
по одному с одинаковой скоростью V. Навстречу
бежит тренер со скоростью м<и. Каждый спорт-

спортсмен, поравнявшись с тренером, поворачивает

и бежит назад с той же скоростью v. Какова

будет длина колонны, когда все спортсмены

развернутся?
2. Гидравлическийпресс, заполненный во-

водой, имеет поршни сечением S —100 см" и

iSj=10 см:. На больший поршень становится

человек массой М-=80 кг. На какую высоту

поднимется после этого малый поршень?
3. Вцилиндрический сосуд с площадью

сечения S—200«мг н высотой Л=30 см налнто

С>4 л воды. В сосуд опускают стержень се

чениен S—100 см!, высота которого равна вы-

высоте сосуда. Какую минимальную массу должен
иметь стержень, чтобы он опустился до дна

сосуда?
4. Пулеметс водяным охлаждением ствола

дает 600 выстрелов в минуту. Заряд пороха
в патроне in=3,2 г, 28 % выделяемого коли-

количества теплоты идет на нагревание воды в ко-

кожухе ствола. Через какое время вода закипит,

если ее было налито V=4 л при температуре
t 20 "С? Теплота сгорания пороха q=4X
Х10° Дж/кг, удельная теплоемкость воды

с=4,2- 10* ДжДкг- СС).
5. Вкастрюлю налили холодной ((—10 С)

воды и поставили на электроплитку. Через
10 минут вода закипела. Через какое время она

полностью испарится? Удельная теплоемкость

воды с=4,2- 10 Дж/(кг- °С), удельная тепло-

теплота парообразования /,= 2,26- 10* Дж/кг.
6. Запоследнюю секунду свободно падаю-

падающее без начальной скорости тело пролетело

3/4 всего пути. Сколько времени падало тело?

7. Вокругпланеты по круговой орбите вра-

вращается спутник. Определите радиус орбиты,
если период обращения спутника равен Т, а мас-

масса планеты М

8. Электрический утюг имеет мощность

Pi=750 Вт при питании от сети с напряже-
напряжением (Л —127 В, а комнатный обогреватель
имеет мощность Pj=l кВт при том же напря-
напряжении. Какая мощность будет выделяться в

каждом приборе, если их включить последо-

последовательно в сеть с напряжением Ui—220 В?

Сопротивление приборов не изменяется.

9 Цирковой гнмнаст падает с высоты

ЛГ=1,5 м на упругую предохранительную сетку.
Каково будет максимальное провисание гим-

гимнаста в сетке, если в случае спокойно лежа-

лежащего в сетке гимнаста лровигание равно
0=0,1 М?

10. Изучаядорожное .происшествие, авто-

автоинспектор установил, что след торможения
автомобиля, ехавшего по асфальтовой дороге,
имеет длину L 60 м. С какой скоростью ехал

автомобиль, если коэффициент трения колес об

асфальт при торможении и. 0,5?
11. Найдитеформулу соединения азота с

кислородом, если /Я"-1 г его в газообразном
состоянии в объеме V=l л при температуре

t=17 "С создает давление р=314 гПа.

12. Нагреваетсянлн охлаждается идеаль-

идеальный газ, если он расширяется по закону

p=b/Vn, где Ь и л — некоторые постоянные,

причем 0<п<1?

13. Некоторуюмассу m идеального газа с

молярной массой М нагревают в цилиндре под

поршнем так, что температура изменяется про-

пропорционально квадрату давления (Т-~р) от

значения Т до значения Г>. Определите работу,

совершенную газом при этом процессе.
14. Воткачанном герметически закрытом

сосуде объема V—1 л находится открытая кол-

колбочка, содержащая т=10 г воды. Сосуд про-

прогревают при температуре t=100 "С Какая

масса воды испарится?

Математика

1. Какое из двух чисел больше:

Ю1™1'—1 Ю1*""—1О

2. Расстояниемежду пунктами А и В равно

5 км. Через А проходит прямолинейная до-

дорога, образующая с прямой АВ угол а,

-4
cos а=—. Два туриста одновременно вышли из

о

А и одновременно прибыли в В. но первый
двигался из Л в В через поле по прямой, а

второй сначала шел по дороге, а затем свернул
и тоже пошел через поле напрямик. В поле

туристы шли со скоростью 4 км/ч, а по доро-

дороге — 6 км/ч. Какой путь прошел второй турист?

3. Натуральноечисло оканчивается на 3.

Если эту цифру переставить в начало числа, то

оно удвоится. Найдите наименьшее такое число.

4. В прямоугольном треугольнике ABC

(Z.C=90'>) проведены высоты CD и медиана

СЕ. Найдите отношение длин катетов треуголь-

треугольника ABC, если известно, что AB=3DE.

5. Найдитевсе трехзначные числа, которые

в 12 раз больше суммы своих цифр.
6. Изобразитена координатной плоскости

множество точек с координатами (р; q), для ко-
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торьгх уравнение x2+px+q~0 имеет два раз-

различных положительных корня и 2q—/><:4.
7. Прямая,параллельная стороне АС тре-

треугольника ABC, пересекает стороны АВ и ВС

в точках М и N. а медиану AD — в точке О.

Найдите отношение AO-.OD, если MO=3ON.
8. Решитенеравенство:

9. Из пунктов А и В навстречу друг другу

одновременно вышли две группы туристов.

Первая группа идет со скоростью 4 км/ч пере-
переходами длительностью не более 6 часов, а вто-

вторая
— со скоростью 6 км/ч переходами дли-

длительностью не более 2 часов. Известно, что после

перехода длительностью ( часов, прежде чем

двигаться дальше, первая группа должна от-

отдыхать не менее ( часов, а вторая
— 2t часов.

Через какое наименьшее возможное время груп-
группы встретятся, если расстояние между А и В

равно 48 км?
10. Вравнобедренной трапеции длина сред-

средней линии равна I, острый угол равен а. Найдите
площадь трапеции, если известно, что в нее

можно вписать окружность.

11. Решитесистему уравнений

2'- jH-3*vl-y'=v'3,

у— 2'v'l—г=-л'2.
12. На координатной плоскости даны точки

ЛC; —4) и ВD; —2). Точка С лежит на окруж-
1 fi

ности хг+у''=~. Найдит* координаты точки С,
о

при которых площадь треугольника ABC будет
наименьшей.

Список читателей,

приславших. правильные решения

(Начало см. на с. 36)

Д. Дворников (Донецк) 29; А. Деревянкин

(Хабаровск) 32; Б. Добровольский (Тбилиси)

35; А. Дода (Корсунь-Шевченковский) 23, 25;
А. Докченко (Киев) 23, 25, 27; Д. Дорофеев (Ли-
(Липецк) 28; В. Душацкий (Донецк) 35; А. Дынни-

ков (Жуковский) 23, 25, 28, 20, 32, 35; И. Дын-
никое (Жуковский) 23, 25; М Ермаков (Рига)

25, 29; С. Ефремов (Запорожье) 25. 26. 31, 37;
А. Жариков (Киев) 23, 25, 27—36; В. Жевлаков

(п. Черноголовка Московской обл.) 25; О. Заблу-
да (Киев) 25. 26. 32; О. Заборонский (Моек

ва) 23, 27; В. Заводянный (с. Калининское

Херсонской обл.) 26. 27; Л. Запольский (Моск-

(Москва) 29; А. Захаров (Гатчина) 28, 29; Н Заха-

Захарова (Алма-Ата) 35; В. Зелов (Алма-Ата) 25,

35; И. Иванов (Калуга) 29; С. Иванов (Уфа)
23. 26, 28, 31, 32; Р. Исаенко (Сыктыв-
(Сыктывкар) 28; П. Кадурин (Киев) 23; В. Каяацкий

Солигорск) 29; А. Карнаухов (Устинов) 23, 25;
Д. Кашин (Москва) 23. 25: М. Кельмансон

(Москва) 25, 27; Д. Киреев (Москва) 29;

А Кириленко (Запорожье) 23, 29; В Кирьяш
кин (Саратов) 23. 28, 29, 32, 35; Л. Киселев

(Ленинград) 29; М. Кишиневский (Ташкент)

32. 35; П. Кларк (Тула) 23—27, 28, 31, 35;

A. Кленов(Тейково) 23; А. Климов (Донецк)

25, 32,35; В. Коллегов (Березники) 25; А. Коно-

ненко (Киев) 25, 26; А. Краковский (Харьков)
29; К. Купцов (Саратов) 23; Д. Кучулория
(Тбилиси) 25, 26. 28; Д. Кушнер (Мытищи)
25, 29; С. Лакагом (Москва) 32; А. Левеншгепн
(Донецк) 23, 26; Л. Лиознов (Москва) 2.3, 29,35;
B. Литвин(Днепропетровск) 25—27; М. Литви-

Литвинов (Киев) 29. 32; А. Лобковский (п. Черно
головка Московской обл.) 23, 25; К. Лопин

(Фрунзе) 25; И. Лугач (Винница) 23. 28;

C. Лукьянов (с. Владимировка Кировоград-
Кировоградской обл.) 23, 25. 27; И. Луценко (Донецк)

23. 25, 27; П. Лушников (Москва) 25—27, 31;
Т. Малащенко (Воткинск) 29; Г. Марченков

(Саратов) 28, 35: Ю Махлин (Москва) 25. 28,

31; 3. Мачарадзе (Тбилиси) 23. 25; В. Мелик-

Алавердян (Ереван) 23, 25, 32. 35; Р. Мирзафа-
тихов (п. Аксуек Джамбулской обл.) 29;

Е Михалюк (Минск) 23. 27; А. Мищаненко

(Новосибирск) 25; Д. Могилевцев (Шклов)
25,29; С. Молчанов (Свердловск) 27; А. Мудрик
(Брест) 23; С. Мягчилов (Одесса) 23—27;
С. Настенко (Киев) 31; А. Недачин (Киев)
23; И. Никитин (Горький) 23—28, 31, 32. 35;
Г. Ииколаишвили (Тбилиси) 25, 29; С. Новиков

(Херсон) 26, 27; А. Оводенко (Донецк) 23;
И Оводов (п. Менделееве Московской Обл.)
23; О. Осауленко (Киев) 25, 26; Р. Паяамарчук
(Нежин) 31; С. Пан (Алмалык) 27, 29; А. Паны
чев (Магадан) 27—29; А. Парецкий (Минск)
27, 28; В. Песоцкий (д. Дворец Брестской обл.)
23; Е Петров (Минск) 27, 29; К. Писарчук
(Рязань) 35; С. Пиунихин (Москва) 27—29, 31;
И. Погорелое (Донецк) 23, 26; В. Поляков

(Кстово) 29; О. Посудневский (Береза) 23, 25,
26, 28, 29, 31, 35; А. Путилин (Минск) 25, 29;
А. Пучков (Ленинград) 35; Е. Растигеев (Бар-
(Барнаул) 28; С. Рахамов (Казань) 28, 35, 37;
А. Розенвайн (Киев) 25—27, 32; Е. Рознощик
(Киев) 27, 32; Н. Ромец (Кировоград) 25, 27;
С. Рося (Минск) 23, 25—29, 35; А. Рубанов
(Москва) 32; Ю. Рыбалочка (Киев) 23.27,29.31,
35; Р. Сагайдак (с. Матугов Черкасской обл.)
28; Т. Сагайдак (Канев) 23, 35. 37; В. Сакбаев

(Алма-Ата) 25, 35; Б. Самойлов (Киев) 23, 29,
31, 35; А Сиеаченко (Москва) 25, 28; М. Ситни-
Ситников (Климовск) 23, 28, 29, 35; А. Скачков

(Тула) 29; М. Скоробогатое (Киев) 26; А. Сниж-
ко (Запорожье) 26, 29; С. Соляник (п. Протвино
Московской обл.) 28; А. Сомов (Киев) 25;
A. Сотников (Губкин) 25, 28; А. Стеценко

(Харьков) 28, 29; С. Стрельников (Салават)
27; И. Стрешенский (Киев) 35; И. Суконников

(Винница) 32, 35; Д. Сумаков (Грозный) 27;
B. Сысоев(Киев) 32; Л. Таджиков (Душанбе)
32; В. Тарнецкий (Алма-Ата) 35; С. Толмачев

(Минск) 23, 25, 28; С. Тужанский (Винница)
25. 26. 32, 36; С. Ушаков (Ярославль) 28;

Н. Федии (Омск) 26. 27; М. Федоров (Улья-

(Ульяновск) 23, 25, 28; С. Федосеенко (Комсо-

(Комсомольск-на-Амуре) 28; Г. Финкельштейн (п. Чер
инголовка Московской обл.) 25, 26, 28, 31, 35,
В. Фокин (Хабаровск) 32; А. Хафизов (п. Крас-

Красногорский Map. АССР) 23. 28: Н. Чеховской

(Орск) 25, 28, 32; В. Шаповалов (Донецк)
23,32; Г. Швец (Киев) 23. 25—31, 35; И. Шенде-

Шендерович (Северодвинск) 29, 32; А. Шуляк (с. Мо-

Молодецкое Черкасской обл.) 23, 29, 32; М. Юдин

(Запорожье) 26, 29; О. Юсухно (Киев) 23—32;
В. Яйлиян (Киев) 25.
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Ответы, указания, решения

А

Упорядоченные наборы чисел и неравенства

1. Пары чисел (|а . Ь\ ) и ( а , |6 ) упоря-
упорядочены одинаково. Поэтому

- \Ь \> \а\3 |
+ |Ь|3- \а\>а*Ь+Ьла.

2. Т мкн чисел а', Ь*\ сг и Ьс, ас, ab противо-

противоположно упорядочены. Поэтому

aJbc+ab'c+ab<r<a:>b+ b'c+cJa.
3. Рассматриваяпротивоположно упорядочен-
упорядоченные тройки

V. Л»): D: ?: -).\<j6 6c ar/

получаем неравенства:

ab

ab с'Ь «г
аналогично, —' Ч +-г >3afcc, складывая

cab

которые, приходим к требуемому.
4. Сложите 3 неравенства

5. Воспользуйтесь упражнением 4 для троек

6. Решаетсяаналогично предыдущему с ис-

использованием неравенства Чебышева.

7. Наборычисел а", а!;и а?, а", .... и? оди-
одинаково упорядочены.

8. Тройкичисел (а1. Ь, с1") и (

а I
одинаково упорядочены. Поэтому

Тройки (аг, б'. сг) и f — ,
—

, —) упорядочены
^
а о с

'

противоположно. Поэтому

9. Пусть ft=2, m^l. Так как наборы

1 1
в;, .... а; н — —

а, а„

противоположно упорядочены.

al \-ai•
a a

—

a

а, а.т-1

шение: —- = —- ш -? же — ,

Осталось сложить полученные неравенства.

Общий случай аналогичен разобранному.

«Квант* для младших школьников

1. 465234-46523-93046.
2. Еслиобозначить через и> объем бака, а через

х, у и г объемы бидонов, то получим соотно-

w х 2у Зг

 "
"= "

Т
=8j/=9z.
Наименьшее общее кратное чисел 4, 6, 8 и 9

равно 72, поэтому каждое из чисел в последней
цепочке равенстЕ должно быть кратно 72.

Наименьший объем бака мы получим в том

случае, когда каждое из них равно 72, откуда
w=18. х—12, у=9. г-^8.

3. Делов малой разнице коэффициентов теп-

теплового расширения железа н бетона; этим

объясняется прочность железобетонных кон-

конструкций.
4. См.рисунокI
5. Пустьнаше число Л1 равно а,..м7<). Тогда

7N=7a20+70a19+700a,»+...+70...0a,.
Л IP
Очевидно, что сумма цифр суммы нескольких

чисел не превосходит суммы сумм цифр этих

чисел. Но сумма нифр числа 70...0а* равна сум-
сумме цнфр числа 7ai, последняя же равна самому

числу 7fli, если «4=0 илн 1, и меньше 7ас,
если at>l (сумма цифр любого числа, боль-
большего или равного 10, меньше этого числа).
Значив, сумма цифр числа 7iV ровно в 7 раз
больше суммы цифр числа Л/1 (а именно это

верно для нашего N), тояько если все цифры
числа N равны 0 или 1. Значит. N составлено
из 10 единиц и 10 нулей. Умножим теперь
столбиком такое число на 19.

...0110111

X 19

...0990999

...0110111

Ясно, что наибольшая возможная сумма
цифр результата будет 10 • 1 + 10 ¦ 9=100,
и она уменьшается на 9 всякий раз, как еди-

единица оказывается под девяткой. У нас сумма

равна 19=100—81, то есть единица оказы-

оказывается под девяткой 9 раз. Но это возможно,
только если все единицы в числе .V идут под-

подряд. Значит,

10 10

Рис. 1.
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Безумное чаепитие

Задачи

J. Часы, которые стоят, так как они чаще по-

показывают точное время.

2. Одинаковыеколичества.

3. Болванщик должен завести свои часы, за-

запомнить их показания и отправиться к Мартов-

Мартовскому Зайцу. У Зайца он должен посмотреть
на часы и тут же отправиться назад. Придя до-

домой и снова посмотрев на свои часы, он узнает,
сколько времени он отсутствовал. Теперь Бол-

Болванщик должен установить на своих часах вре-

время, равное времени, которое он знает, уходя
от Зайца, плюс половину времени, затраченно-
затраченного им на дорогу туда и обратно.
4. Какнарисовать математику? Присылайте
нам рисунки, так как мы этого делать пока не

умеем. Некоторые из-вас, по-видимому, анают,

что математики изображают произвольные мно-

множества кружочками на плоскости.

5. Через720 суток, то есть почти через 2 года.

Интерференция света

1. В точках максимумов световые колебания

в каждом из пучков происходят в одинаковой
фазе, н их амплитуды складываются, а в точ-

точках минимумов
— в противофазе, и ампли-

амплитуды вычитаются. Поэтому /max=(v ^i + V'/jI™
=*9/,, /min=(v'/J— \T,)i=I,. Таким образом,
результирующая интенсивность лежит в пре-
пределах между /, и 9/,.
3. Выразим толщину воздушного зазора Л че-

через расстояние г до точки касания (радиус

соответствующего кольца) и радиус сферы
(рис. 2f-
Л=Л—V#*—г7 =ЛA— \' — (г/Я)*)

(здесь мы воспользовались тем, что

Так как смещению на одну полосу соответствует

увеличение -толщины зазора на ). 2, то пятое

темное кольцо соответствует толщине Ai=5/./2.
Подставляя Л5 в предыдущее выражение, на-

находим радиус искомого кольца:

г4г*\'в5.и=*'1,7 • Ю-3 к* 1,7 мм.

XXVI Международная математическая олим-

олимпиада

1. ПустьЕ — точка на отрезке А В такая,

что AE—AD', a F — точка пересечения бис-

биссектрис углов BCD и CDА, по условию лежащвя

на АВ. Точки С. D, Е и F лежат на одной ок-

окружности (если Е лежит на отрезке AF. то

/iDEA~ZDCE=.-A80*— /Л)/2). откуда сле-

следует, что ?В=СВ (поскольку /LCED=SECB—

=A80°—ZB)/2).
2. Будемвместо слов «окрашены в один цвет»

писать значок ~ и называть число т из М

«периодом», если выполнено условие: для каж

<

Рис. г.
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'/'
'/,

*
у,

'* '/<
*

'/,

дого i из М, отличного от т, i— \т—i] (это
название оправдывается тем, что при i>m

будет i~i—m). По условию, взаимно простые

числа ли* —

периоды. Нетрудно дока-

доказать, что если m,<.ms —

периоды, то

т3—т, — тоже период:

если 1<т2—т,, то l~-ml+i~mi—т,—«:
если т2—т, <.i<,mlt то i*~ms—i*
если i=m2, то i—m,—т,^~т1—(uij—т,)

если i>m,, то i~i—тг m:+ml+/.

Пользуясь этим свойством, мы можем от лары

взаимно простых периодов (п, k) перейти к та-

такой же паре (n, n—А), у которой большее
число станет меньше, от нее спуститься дальше

и т. д., пока мы не придем к пвре, содержа-

содержащей период 1. Поскольку 1 — период,
1~2—3~...~л. (Проделанный «спуск» — ва-

вариант алгоритма Евклида лля отыскивания

наибольшего общего делителя чисел п и к.)
4. Первое решение (рис. 3). Пусть
Р — точка пересечения прямых АС и KN.

Поскольку гКМА = ЛВМА — ЛВМК =

=*гВСА— /:BNK=? KPA, точки М, Р, А, К
лежат на одной окружности. Далее,

=180"— /LAMB

(четырехугольник ACNK — вписанный). Сле-

Следовательно, точка М лежит на отрезке ВР.

Выразим через ВО~Ь, РО=р и раднус R

описанной около ACNK окружности произ-
произведения

ВМ ¦ ВР^ВК • ВА=Ь"—R",
РМ • РВ=РК • PN=p'—Ri

и сложим эти равенства: ВР'—Ь'+р1—2Д'",
тогда

^ ВР ' >¦ ВР }

--Ъг—р'=ВО>—РО'.
ВРг

откуда ОМ1ВР.

Второе решение (рис. 4j. Пусть О. и О, —

центры описанных окружностей треугольни-
треугольников ABC и KNB; они лежат на серединном

перпендикуляре к отрезку ВМ. Нам достаточно

доказать, что при гомотетии с центром В

н коэффициентом 1/2 прямая ОМ переходит
в этот серединный перпендикуляр, то есть что

отрезок ВО делится отрезком О,Ог пополам.

Для этого покажем, что OOiBOi — парал-

параллелограмм.
Заметим, что ВО, LKN (нз равнобедренного

треугольника АО-,В получаем, что /~КВО,=

=A80°— гАО,В)/2=90'— /АСВ. но ? АСВ=
= 180" — ^AKN — S.BKN, следовательно,
ZКВО, -г /..BKN=^90"; в случае, когда точки О.

и С лежат по разные стороны от АВ, ато

рассуждение нужно немного изменить). Ана-
Аналогично доказывается, что ВО, LAC. Но ОО.
и ОО, — серединные перпендикуляры к

ATjV и АС. Таким образом, ВО, Ч ОО7 и

ВО, \{ ОО,, что и требовалось доказать.

Если вам удастся найти более короткие и кра-

красивые решения, напишите в «Квант» автору

задачи И. Ф. Шарыгину.
6. Условие 0<лс„<х„. |<1 эквивалентно та-

такому :

1— — <х„<1.
п

A)

Определим функцию f на отрезке [0; 1] ра-

равенством /- (лсi) =jc и обозначим через а и Ь
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м

Рис 3.

решения уравнений Л(о»)=1— 1/л и ДF„)—1.
(Эти решения существуют и единственны,

причем а„<Ь„, так как функция Д непрерывна,

возрастает и принимает на концах отрезка
значения /„@)=0 и ?,A)>1.) Тогда A) равно-
равносилию угловию

ая<х,<Ь„, B)
которое должно выполняться при всех л>1-

Последовательность (а„) возрастает, поскольку

=f.,tda,,), аналогично доказывается, что (ЬЛ

убывает: обе последовательности ограничены.

Следовательно, каждая из этих последователь-

последовательностей имеет предел — соответственно, а и Ь,

а<.Ь. Переходя к пределу в B), получаем, что

число х удовлетворяет условию задачи тогда

и только тогда, когда а<х <6.
Остается доказать единственность х,, то есть

равенство а Ь. Заметим, что разность Д(Ь)—
—(л(а) возрастает:

/„+,F)—f

(мы использовали неравенство /«(а) I 1/л
>Д(а„)-Н//1«*1). Поэтому 6—а«*Д(&)—Л(я)<
<Л(Ь)—/.(а)<А(Ь«)—Д(ап)—1/п при всех л.

а значит, fc—в=0.

XVI Международная физическая олимпиада

Теоретический тур

Задача 1

На рисунке 5 показаны положения антенн /
н 2 (расстояние между которыми г) и направ-
направления на города А и В (угол между которыми
¦|'). Полные фазовые сдвиги колебаний, воз-

возбуждаемых обеими антеннами в некоторой
точке, а направлениях А и В равны

A)

B)

где X — длина волны передатчика, \у — раз-
разность фаз колебаний в антеннах, a — угол

между плоскостью, проходящей через обе ан-

антенны, и направлением на город Л. Запишем

условия минимума интенсивности в городе А

и максимума интенсивности в городе В:

Рис. 4.

C)

D)
где k н п- — целые числа. Из выражений

A) — D) следует

\(В)—Л(Л)=2л -?- (cos(<l>—«)—соя «)=*

={2(Аг—л)— 1)я,

_}.__ 2{к—л)— 1
4 si

откуда

Расстояние г между антеннами минимально,
если Аг=п и a—1)>/2=—я/2. В этом случае

Л sin(iJ>/2)'
E)

«=^. F)
то есть нормаль к плоскости, проходящей через
антенны, является биссектрисой угла ф. Из

выражений A), C), E) и F) найдем

Изменение знака Aff (от л/2 до —л/2) приводит
к противоположному эффекту: максимальная

интенсивность излучения будет в направле-

направлении А, а минимальная — в направлении В.
На рисунке 6 показаны положения антенн,

направление на север А', а также направления
на данные города А н В. Из этого рисунка

видно, «то

¦=-*2—4>,=85°,

X с
~

4v in@72)
*4' M"

Рис. 5.
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Рис. 6.

^=90"+ =204.5 .

Обсуждение случая ч$»а^{:.» предоставляется
читателю.

Задача 2

а) Под действием силы Лоренца происходит

перераспределение электронов по поверхности

бруска. Электроны двигаются до тех пор, пока

сила F^, действующая на них со стороны элект-

электрического поля с напряженностью Е4, которое
создается возникшими поверхностными заря-

зарядами, не уравновесит силу Лоренца Р~л (рис. 7):
Fn~F'. evB=eE\
E'=vB.

Полная напряженность /¦?, электрического поля
в бруске раина (рис. 8):

Так как сила тока / в бруске равна I=nevcb. то

песЪ м necbu'

Тогда

б) Внаправлении ребра b возникнет иапряженне

G=Е'Ь=* -Ш- = 2,5 10 * В.
пес

в) Разностьпотенциалов U будет изменяться
по закону

U—
лес

1
= Ie sin (rtf

Ясс

^ ст ч>
-Ml

2пес
ч 2пес

Таким образом, напряжение имеет постоян-

постоянную составляющую

2пес
cos ф.

г) Мощность, потребляемая аппаратом, равна
Р~ IU cos ip,, где 1 и U — действующие .1на

чения силы тока и напряжения, у
— разность

фаз колебаний силы тока и напряжения. По-

Постоянная составляющая напряжения вдоль

ребра b бруска Uu~IuB.,cos q*. где <fj
—

раз-
разность фаз колебаний тока и индукции маг-

магнитного поля. Если аппарат включить так,

как показано на рисунке 9. то при выполнении

условия Л A L сила тока в катушке, а значит

и индукция магнитного поля, будет пропор-
пропорциональна напряжению на аппарате, сила тока

в бруске будет пропорциональна силе тока

через аппарат и Ч"=<П-=1<^ в этом случае

постоянная составляющая напряжения вдоль

ребра b бруска будет пропорциональна мощ-

мощности, потребляемой аппаратом:
и„~*1„В„ cos qv~IU сое tf=- P.

Задача 3»)
а) Если принять потенциальную энергию ап-

аппарата в поле тяготения Солнца равной нулю
при бесконечном удалении от Солнца, то для

выхода космического аппарата за пределы
Солнечной системы с орбнты Земли необходимо,
чтобы в момент старта его полная энергия

была больше или равна нулю:

где m — масса аппарата, п
— радиус земной

орбнты, .If — месса Солнца, v — скорость
аппарата относительно Солнца. Орбитальная
скорость Земли ц, определяется из второго
закона Ньютона:

GmM =т^к „* с —

Из выражений A) и B) получаем

B)

С другой стороны, между стартовой скоростью

• Решение этой и следующих задач несколько
вых . ит зл рамкн программы по фиги*;*" цля

средней школы. [Примеч. ред.)

+
f

+

 *

; 1

г—/"
р\ —

7i/!
f __ \

Е' ~

\ "

е©
-

Рис. 8.

аппарату

шунт

Рис. 9.
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l? и скоростями 1>*и l? существует соотношение

(рис.10) п?=й*+п1;. Из рисунка 10 ясно, что

Следовательно, минимальное значение искомой

скорости

1>«=1>о(\2—1)»12,4 км/с

достигается при угле if между векторами

f и ио, равном нулю (if—0).

б) Для нахождения параллельной п? н пер-

перпендикулярной uj_ составляющих скорости ап

пярата п*в момент пересечения орбиты Марса

(рис. 11) воспользуемся законами сохранения
момента импульса и энергии:

тМ

в) Перейдем в систему отсчета, связанную
с Марсом. Из потенциальности гравитацион-
гравитационного поля ''следует, что в этой системе ап-

аппарат, выйдя из гравитационного поля Марса,
имеет тот же модуль скорости, что и при входе

в поле: ui=i\, а только изменяется направ-

направление скорости (рис. 12). Для того чтобы после

облета Мврса корабль покинул Солнечную си-

систему, необходимо, чтобы его скорость v' удов-

удовлетворяла неравенству, аналогичному не-

неравенству C):

iO(v2-l)iw. F)
где Dy

— орбитальная скорость Марса, равная

_ [СМ _, Ап~

При входе в гравитационное поле Марса ко-

корабль имеет скорость 1\, которую можно опре-

определить из выражения (рис. 13)

(8)

Из соотношений (С), G) и (8), условия i\=i<

и значений vt и Dj_ из пункта б) получаем

выражение для стартовой скорости корабля

¦?к относительно Солнца:

Отсюда минимальная скорость запуска vu от-

относительно Земли равнв

•>.=««-«о—ЧсЦт",
3 2

Рис. Ю. Рис. 11.

м

2 -г, 2

где г8 — радиус орбиты Марса. Отсюда находим

D) Рис. 12.

E)

Рис. 13.

Энергия аппарата в системе отсчета, связан-

связанной с Солнцем, при таком способе запуска
не сохраняется — она возрастает за счет изме-

изменения кинетической энергии Марса,
г) Сбереженную часть энергии можно опре-

определить по формуле

Е,
«0.8=80%.

Однако для практических целей более важно

другое отношение

т,

где mi и тз — массы топлива, необходимые

для разгона аппарата в первом и втором

случаях. В соответствии с формулой Циол-
Циолковского

(тA — полезная масса аппарата, и — скорость
истечения газов относительно аппарата) по-

получаем

— ответ перестает быть однозначным и за-

зависит от величины и. При ы»и, р«0,55; для

современных ракет, у которых их5 км/с.

7
asO,185i;iia;5,5 км/с.

Экспериментальный тур

Задача 1

Для выполнения работы необходимо было со-

собрать измерительную схему, изображенную
на рисунке 3 в статье. Так как электрон-

электронная схема обеспечивала только пропорцио-

пропорциональность между максимальным отклонением

стрелки вольтметра U и изменением магнит-

магнитного потока ЛФ через катушку, надо было иайти

коэффициент пропорциональности между ними,

то есть откалибровать измерительную систему.
С этой целью составлялась дополнительная

лектрнч кая цепь по рисунку 1-1. Катушки

Г-» и hi .закреплялись на пластине таким

образом, чтобы одна служила продолжением
другой (с малым зазором) нр-i одинаковом
направлении магнитных полей. В результате
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I НИ 1

S

Рис. Рис. 15.

с достаточно большой точностью можно было

принять, что индукция магнитного поля в се-

середине такой «объединенной» катушки опре-
определяется выражением

где / — ток. п — число витков в катушке,

/ — ее длина, и — магнитная постоянная.

Если внести измерительную катушку в зазор

между катушками /. и L и резко убрать ее,
то максимальное отклонение стрелки прибора
U., будет пропорционально изменению маг-

магнитного потока через катушку, а следовательно,

индукции Во магнитного поля:

1/0~ Д<Р-~ \li~ti,., 1/0=««л.
Отсюда

г _
Un

<ш
U 

(Жюри снижало оценку, если ие проводилось

экспериментальное доказательство зависимости

7/В=const для различных значений U и В.)
Положение центров магнитов в «черном ящике»

можно было определить при помощи проб-
пробного магнита, подвешенного на нити (рис. 15).
Координату г можно было определить, намеряя
В: на определенной высоте над пробным маг-
магнитом и сравнивая эту величину с полем в плос-

плоскости XY над центрами магнитов. С помощью
измерительной схемы определялась зависи-
зависимость поля Вг от х и ц.

По формуле Вт«х¦=?/„„„/и измерялось макси-
максимальное значение индукции мвгнитного поля
пробного магнита.

Задача 2

Включив электромотор и запустив секундо-
секундомер, подключенный к компьютеру, получают
на дисплее компьютера таблицу <f

— t — Af,
где ц — угол поворота диска, t — время,
прошедшее от начала измерений, \/ — время
полуоборота лиска. По этой таблице строится
график q(t) при ускорении и замедлении диска

(кривые а и б на рисунке 16).

Затем составляются новые таблицы для пост-

построения графиков <"({):

где t и »г — времена регистрации двух
последовательных прохождений стержня около

индукционного датчика. Средняя угловая ско-

скорость ш рассчитывается для момента времени
f = (fi-H?)/2. Графики зависимости <o(f) при
ускорении и замедлении диска представлены

на рисунке 17 (кривые а и б).
Далее рассчитываются значения углового уско-

ускорения р. Среднее угловое ускорение на интер-

интервале аремени от (Л'—1)-й до (JV-f-l)-ii регистра-
регистрации стержня равно

P,v=
—bt.v-i

Cv+i—t.v»/2

где «4rV_,
— угловая скорость на интервале

от ?у—1 до /у. a w.\r-i-i
— на интервале от /Л-

Д° 'n + i- Графики зависимости p(t) для уско-

ускорения и замедления приведены на рисунке 18

(кривые а и б). Момент сил при ускорении

мотора равен -W>c.K='hyCK. где / — момент инер-

инерции диска. Так как Муск=*Мяр—Мгр^Мир—
~/Р.ММ. то W,p=>/(PycK+P3B»,): Эти выражения
позволяют построить графики Af.p(ui), AfTp(«u)
и Vf K((i) (кривые а. б. в на рисунке 19).
Графики зависимости мощности мотора от

угловой скорости строятся, исходя из формул
Рвр=А*>ск<"' Я.^М ы. PyClt=AfBp(.> (кривые а.

б и в на рисунке 20).

Избранные школьные задачи

(сх. «Квант* Л4 И)

1. 15. Указание. Обозначьте 1/11=в,
1/13==6 и перепишите сумму в виде

—а)G+Ъ).

2. г=1/993, «/=
а+Ь+с=3- 993
4. 7 ч. 50 мин.

5. Указание

+3(аЬ+Ьс+са) ¦

6. Обозначьте

х=т
¦ 2

3

2~1

1/992, 2=1/994. Указание.
, где а=*1/лг. b=xl/y, с™1/г.

. {а + Ь+с)—ЗаЪс.

4

б

5

7

С

8

7
'

9
"
"

8
'

10
"
"

9

П
"
"

100
"

*

102
'

101
'*

103
'

102
"

"

ЮТ
"

Поскольку k (fc+2) п/{п+2) при Л>л>0,

имеем х<у<г. Поэтому

100 • 101 • 1021 • 2 ¦ 3 • Л ¦ 5 • 6

3 • 4 • 5 ¦ fi ¦ 7 • 8 •
...

• 102 • 103 • 104

2 2 1 1

'5000
<

171

Рис. 19. Рис. 20.
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в

Рис. 21.

Л,

.V

м

D

Рис. 22.

D

л в.

Рис. 23.

откуда х< — .

7. а+ Ь. \-г, ab, ar. \a+\W, \ a-f-\ г.

8. 5/2.Указание. Положите х>=
а

... н до.

-о аЬ
кажито, что г>2.
9. Указание.Пусть //. L. М ¦— точки пере-

пересечения с окружностью высоты, биссектрисы
и медианы. О — центр окружности. Соеди-
Соедините точки О и L. после чего проведите через
// прямую, параллельную OL. тогда вершина В

искомого треугольника
— точка пересечения

этой прямой с окружностью. Соедините точ-

точки В и М; пусть S — точка пересечения пря-

прямых ВМ и OL. Проведя через .S хорду, пер-

перпендикулярную радиусу OL, получите вер-
вершины А к С искомого треугольника (см.

рисунок 21).

10. |йЯ|+вА2+-+ВЛ„|=4. Указание.

ВА =ДО+ОА,, где О —

центр окружности

(i=l, 2 8), поэтому bAAA

8 • BO+Fa1+6aj+...+6aJ. Докажите, что

11.

-2
* 1 <

>2 *.

12. 2корня. Указание Перепишите данное
уран пенис в виде (In г)/д:=Aп 3)/3 и покажите,

что функция (In х)/х на промежутке ]0; /]
во.фастает, а на промежутке {/; оо { убывает.
13. Указание.Пусть ЛЪ-^bi AC—c^AD—d,

тогда Cl)—d'—c7 BD^d—b', BC=C—V. По ус-

условию d • {b—cf=O, поэтому d • b=d*. с*
14. v1658. Указание. На рисунках 22, 23

представлены фрагменты развертки паралле-
параллелепипеда и два возможных варианта для
пути из М в JV. В случае рисунка 22 длина
пути равна 42, в случае рисунке 24 длина пути
равна \ 1658.

«Кпапт» для младших школьников

(см. «Квант* Л* II)

1. Из условия задачи следует уравнение

A0x4-40—[10у+х)^х+у, где .г и у
— цифры

Рис. 25.

первого двухзначного числа. Отсюда х- 5j/, a

учитыная, что х и у
— цифры, получаем х=5,

|/=4. Искомый номер 54—45.

2. См.рисунок 24.

3. Силатрения пропорцнинальна силе нормаль
иого давления. Рассмотрим книгу, но которой
скользит вытаскиваемая книга. Сила трения ее
о лежащую под ней книгу больше, чем о сколь-

скользящую по ней, на величину, пропорциональную
в«"су одной книги. Именно поэтому она и остает-
остается на месте. Тем более остаются на месте книги,

лежащие под ней.

4. На3 оканчиваются только кубы чисел, послед-
последняя цифра которых равна 7. Кроме того, какую

иы цифру мы ни поставили вместо звездочки,

получившееся число будет меньше, чем 30\
но больше, чем 20'. Следовательно, наше число

должно быть равно 27'. Чтобы найти искомую
цифру, можно не возводить 27 в куб; достаточно
заметить, что число 19*83 должно делиться

на 9. следовательно, сумма его цифр должна

делиться на 9, что возможно лишь при * =6.

5. Отразимчетырехугольник ABCD относитель-

относительно точки Е (рис. 25). Четырехугольник АВА,В.,
где А, и В, — симметричные точкам А и В

точки,— параллелограмм (АА. и ВВ, — его

диагонали). Заметим, что и в параллелограмме

ABA В и в шестиугольнике АВСА B,D пло-

площади синих и красных частей (см. рис. 2.5) рав-
равны. Но синие части в шестиугольнике и в парал-

параллелограмме одинаковы. Значит, должны быть
одинаковы и красные части. Отсюда следует,
что точки С v. D лежат, соответственно, на

отрезках ВА и АВ , то есть стороны ВС к АО

данного четырехугольника параллельны.

Шахматная страничка

(см. *Квинт* Л? 9)

Задание 17 (С. Веселщчук, 1985 г.). 1. «Dd7!

Kp:h7 2. Kf6X. l...Kpf8 2.Л:п8Х. I...g6
2.4>f7X, 1.-<1>:Н7 2.Фе8Х-
Задание 18 (Л. Сеыенснко, 1985 г.). Многие
читатели нашли более короткий путь к цели

1.Ла4 Кр-Ь2 2.ЛЫ+ КраЗ З.КрсЗ Кра2
4.Ла4+ КрЫ 5.Ла8 Kpcl 6.Ла1Х- Однако этот

путь ... ошибочный. Дело в том, что в начальной

позиции ход черных (иначе невозможно указать
их предыдущий ход), и решение совсем иное:
0. Кр а2 1 КрсЗ КрЫ 2 — 5.g4—к5—g6—g7
КрЫ 6.g8.li Kpa2 7.."la8> и 8.Ла1Х.
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Шахматная страничка

Консультирует — экс-чем-

экс-чемпион мира но шахматам,

международный гроссмейстер
Л. Е. Карпов. Ведет страничку
мастер спорта СССР по шах-

шахматам, кандидат технических

наук Е. Я. Гнк.

ШАХМАТНЫЕ
КВАРТЕТЫ

Чем меньше фигур на до-

доске, тем охотнее мы решаем

задачу или этюд. Поскольку
два места забронированы ко-

королями, четыре фигуры —

минимальный материал, поз-
позволяющий создать достойное

произведение шахматного ис-

искусства. Напомним два самых

популярных квартета, уже
встречавшихся на наших

страничках.

Р. Рети, 1921 г. Белые:

Kph6. п. ев; черные: Краб,
п. h5 Белые начинают и де-

делают ничью.

Ж. Барбье Ф Сааведра
1895 г. Белые: КрЬб п. сб;
черные: Кpal JId5. Белые на-

начинают и выигрывают.

Читателям, ие знакомым с

решением данных этюдов,

остается только позавидо-

позавидовать... Этюды эти составлены

давно, да и вообще трудно
предположить, что прн столь

стремительном развитии шах-

шахматной теории и шахматной

композиции могли еще быть

не реализованы какие-нибудь
ресурсы четырех персонажей
на шахматной доске. Но шах-

шахматы неисчерпаемы
— н то

и дело на свет появляются

новые оригинальные кварте-
квартеты. Приведем несколько при-
примеров, придуманных сравни-
сравнительно недавно.

Э Ногосяыц 1970 г Белые
начинают и дают мат в 5 хо-
ходов.

1. а7 Kph2 2. a8JI Kph3
3. Ла4! f5 4. .If4< (если бы
пешка превратилась в ферзя,
сейчас был бы пат) 4... Kph2
5. ЛЬ4Х-

Вот еще один похожий при-
пример.

Э. Погосянц 1977 г. Бе-
Белые: КрГЗ, п. Ь7; черные
Kph3 п. h4 Белые начинают
и дают мат в 4 хода.

1. Ь8Л! Kph2 2. КрГ2
Kph3 3. ЛЬ4! Kph2 4. Л:Ь4Х;
2... КрЫ 3. ЛЬ8 ЬЗ 4. Л:ЬЗХ.

Борьба ладьи против пеш-

пешки фундаментально исследо-

исследована ЭВМ, компьютер умеет
безошибочно разыгрывать лю-

любую позицию такого типа. Од-
Однако в огромном множестве

положений выделить квартет,

отличающийся своим изяще-

изяществом, иначе говоря, заслу-

заслуживающий право называться

этюдом, машина пока ие в со-

состоянии...

Ю Авербах, 1980 г. Белые
начинают и выигрывают.

Автор этюда — гроссмей-
гроссмейстер и крупный специалист в

области эндшпиля. 1. Лц5!
Неожиданное вступление, ве-

ведущее к двум симметричным

вариантам: 1... Kpd2 2.
Лс15+! Крс2 3. Ле5! Kpd3
4. KpfSl еЗ 5. Kpf4 e2 6. Kpf3
с выигрышем пешки; 1... Kpf2
2. ЛГ5+! (вновь шах необхо-

необходим, чтобы выиграть темп)
2... Kpg2 3. Ле5! КрГЗ 4. Kpd5
еЗ 5. Kpd4 e2 6. Kpd3 и т. д.

Сочетание «пешка против

ладьи» проиллюстрируем за-

забавной задачей на коопера-
кооперативный мат.

А. Грин. 1969 г. Коопе-

Кооперативный мат в 4 хода.

В «кооперативах» начи-

начинают черные, которые помо-

помогают белым поставить мат в

заданное число ходов. 0...

0—0—0! 1. Ь5 КрЬ7 2. Ь6
Краб 3. Ь7 Ла8! 4. ЬаФх.
Засада ферзя в сверхминиатю-

сверхминиатюре выглядит весьма неожи-

неожиданно.

Э. Иогосянц 1984 г. Бе-
Белые начинают и делают ничью.

Коню придется немало по-

потрудиться, чтобы остановить

пешку. 1. Kf6! аЗ 2. Kg4 +
Kpgl 3. КеЗ а2 4. Кс2 Kpf2
5. Крсб! Кре2 6. Kpd5!
Kpd2 7. Kal КрсЗ 8. Кре4
КрЬ2 9. Kpd3 Kp:al 10. Крс2
пат.

Н. 1"речишннков 1984 г.

Белые: КреЗ, Ch3 и. h5 чер-

черные: Кре8. Белые начинают н

вынгрывают.

Этюд имеет и теоретиче-
теоретическое значение. Черному ко-

королю осталось сделать всего

один шаг, и он скроется а

спасительном углу. Но...

1. Сев! Кре7 2. h6 КрГб!
3. Cf5! Kpf7 4. Ch71 Kpf6
5. Kpf4, и слон перехитрил

короля, вынужденного пропу-

пропустить пешку в ферзн.

Конкурсные задания

Учитывая, что этот номер
новогодний, в качестве за-

заключительных конкурсных
заданий предлагаем две за-

задачи-шутки.

23. Белые начинают и
дают мат в полхода.

24. Придумайте квартет
«король и ферзь против ко-
короля и ферзя», в котором
бы любой шах ферзем (н
белым, и черным) вел бы к

его потере.

Срок отправки решений —
25 февраля 1986 г. (с помет-
пометкой на конверте: *Шахмат-
ный конкурс *Кванта». зада-
задания 23. 24*).
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Наша анкета

Дорогие читатели! Для улучшения работы
журнала нам хотелось бы знать ваше мне-

мнение о материалах, опубликованнных в «Кван-
«Кванте» в 198S tody. Просим ответить на вопросы
нашей анкеты.

1. Место учебы (город, село, класс, курс)
или работы (профессия, специальность) и воз-

возраст.

2. Наиболееи наименее интересные, по ва-

вашему мнению, статьи по математике этого
года.

3. Наиболееи наименее интересные статьи по

физике этого года.
4. Самаяудачная и неудачная, на ваш взгляд,
обложка журнала в этом году.
5. Какиерубрики журнала вам нравятся, ка-

какие новые рубрики следовало бы ввести?

6. Какиематериалы этого года помогли в

вашей учебе; что вы искали в «Кванте» в

1985 году,но не нашли?

7. Очем хотели бы вы прочитать на стра-

страницах нашего журнала в 1986 году?

Ответы посылайте на отдельном листе бумаги,
сохранив нумерацию вопросов, до 20 февраля
1986 года.


